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第 一 章 ” 量子 力学 的 基本 概念 


1-1 量子 力学 中 的 几率 


大约 从 二 十 世纪 初 开始 ， 实 验 物 理学 积累 了 大 量 引 人 注 
目的 种 种 奇怪 现象 ,这 些 表 明 经 典 物理 学 已 不 够 用 了 .为 新 现 
象 寻 找 理 论 结构 的 工作 一 开始 就 引起 了 混乱 ， 即 光 和 电子 有 
时 表现 得 象 波 ,有 时 又 象 粒子 。 在 1926 年 至 1927 年 间 ,这 种 
表 观 矛盾 由 称 为 量子 力学 的 理论 圆满 地 解决 了 .该 新 理论 表 
明 , 有 些 实验 的 精确 结果 根本 不 可 预言 , 在 这 些 情况 下 ， 我们 


只 好 满足 于 计算 出 各 种 结果 的 几率 ;但 更 为 重要 的 发 现 是 , 量 ， 


子 力学 的 几率 登 加 定律 在 本 性 上 不 同 于 拉 普 拉 斯 经 典 几率 理 
论 的 又 加 定律 。 当 实验 所 涉及 的 对 象 的 尺寸 增 大 时 ,物理 世 
界 的 量子 力学 定律 与 拉 普 拉 斯 定律 十 分 相近 ， 因 此 , 惯用 的 
几率 定律 用 来 分 析 轮 盘 赌 令 人 十 分 满意 ， 但 它 却 不 能 分 析 单 
个 电子 或 光子 的 行为 。 

一 个 假想 的 实验 ”几率 的 概念 在 量子 力学 中 并 无 改 
变 。 当 我 们 说 一 个 实验 的 某 一 结果 的 几率 为 时 ， 我 们 是 就 
传统 意义 讲 的 , 即 如 果 这 个 实验 重复 多 次 ,那么 我 们 可 以 期 户 
得 到 这 一 结果 的 次 数 占 实验 总 次 数 的 比例 大 致 为 p。 我 们 不 
再 更 详细 地 分 析 和 定义 几率 概念 了 ， 因 为 它 与 经 典 统计 力学 
中 所 用 的 概念 是 一 致 的 ， 

所 要 改变 的 ， 并且 从 根本 上 要 改变 的 是 量子 力学 计算 几 
率 的 方法 .在 处 理 原子 尺度 的 对 象 时 ,这 种 改变 的 效果 最 大 . 
为 此 ， 我 们 将 描述 单个 电子 在 某 些 假想 的 实验 中 可 以 预期 的 
结果 来 说 明 量 子 力学 定律 . 


一 个 假想 的 实验 如 图 1-1 所 示 .。 4 处 有 个 电子 源 5。s 
处 的 所 有 电子 以 相同 的 能 量 向 各 个 方向 射出 ,撞击 在 屏 B 上 . 
屏 B 上 有 1 和 2 两 个 孔 ,电子 可 以 通过 它们 . 最 后 ,在 8 之 后 
的 屏 C 处 放置 一 台电 子 探测 器 ， 该 探测 器 可 放 在 距 屏 中 心 为 
任意 距离 的 x 处. 


1-1 实验 装置 . 4 处 射出 的 电子 前 进 到 屏 C 处 的 探测 器 ， 

其 间 插 人 一 个 还 有 两 个 我 的 屏 B， 对 于 到 达 的 每 一 个 电子 , 探 

测 器 记录 下 一 个 计数 ; 当 探 测 器 距 屏 的 中 心 为 x 时 ,测量 电子 
到 达 的 比例 * 并 以 * 进行 标定 ,如 图 1-2 所 不 


如 果 探 测 器 极其 灵敏 (如 盖 革 计 数 器 ) ,将 会 发 现 ,到 达 > 
的 电流 不 是 连续 的 ， 而 是 相当 于 一 阵 粒 子 雨 。 藻 源 $ 的 强度 
很 弱 ,探测 器 会 记录 下 代表 个 别 粒子 到 达 的 一 些 脉冲 ,脉冲 间 
”的 时 间 间 隔 中 没有 粒子 到 达 . 正 因为 这 个 原因 ,我 们 说 电子 是 
粒子 。 如 果 将 几 个 探测 器 同时 分 布 在 屏 C 上 ,并 且 源 S 很 弱 ， 
那么 只 有 一 个 探测 器 响应 ,片刻 后 , 另 一 探测 器 才 会 记 下 另 一 
个 电子 的 到 达 , 如 此 继续 下 去 .探测 器 决 不 会 有 半 个 响应 ,也 
就 是 ,或 者 一 个 完整 的 电子 到 达 , 或 者 什么 也 没有 。 并且 两 个 
探测 器 也 决 不 会 同时 响应 (除非 电子 源 在 探测 器 的 分 辨 时 间 
内 恰好 射出 两 个 电子 ,而 进一步 削弱 源 强 , 可 降低 这 种 巧合 的 
几率 )。 换 名 话说 ,图 1-1 中 的 探测 器 记 下 单个 微粒 从 源 8 经 

屏 B 上 的 孔 再 到 达 * 点 的 经 历 . 
这 个 特殊 的 实验 从 未 有 人 这 样 做 过 ， 在 下 面 的 论述 中 ， 

。 2 。 


我 们 根据 一 些 定律 来 阐述 所 得 的 结论 ， 这 些 定律 适用 于 人 们 
已 经 做 过 的 每 个 这 种 类 型 的 实验 ， 人 们 曾 用 一 些 实验 直接 来 
说 明 这 里 将 要 作出 的 结论 ， 但 这 些 实验 一 般 较 为 复杂 ， 出 于 
教学 的 原因 ,我 们 最 好 选择 原理 最 简单 的 实验 ,而 不 考虑 实际 
做 这 些 实验 的 种 种 困难 . 

顺便 说 一 名 ,如果 愿意 ,在 这 实验 中 用 光 代 替 电 子 亦 可 说 
明 同样 的 论点 ，。 源 s 可 以 是 一 东单 色光 ， 灵 敏 探测 器 则 为 一 
个 光电 念 或 最 好 是 一 个 光电 倍增 管 ， 它 们 记录 下 的 每 一 个 肝 
冲 都 代表 单个 光子 的 到 达 . 

我 们 所 要 做 的 是 ,对 不 同位 置 * 处 的 探测 器 ,测量 每 秒 钟 
脉冲 的 平均 数 , 换 名 话说 ,要 把 实验 上 确定 电子 从 5 到 达 * 的 
相对 几率 P 作为 * 的 函数 . 

几率 P 作 为 * 函数 的 图 象 是 一 复杂 的 曲线 ， 定 性 地 夯 在 
图 1-2 (a) 中 . 它 有 几 个 极 大 值 和 极 小 值 , 屏 中 心 附近 的 一 些 
地 方 几乎 没有 电子 到 达 ， 发现 控制 这 条 曲线 结构 的 定律 是 个 
物理 问题 . 

首先 我 们 可 假定 (因为 电子 表现 为 粒子 ): 

1， 从 S 到 * 的 每 个 电子 必须 或 者 经 过 孔 1 或 者 经 过 孔 
2. 作 为 1 的 推论 ,我 们 期 望 有 

IT， 到 达 * 的 几率 应 是 两 部 分 之 和 , 即 通 过 孔 1 到达 x 的 
几率 P, 加 上 通过 筷 2 到 达 * 的 几率 已。 / 

我 们 可 以 用 直接 的 实验 来 判断 这 一 点 是 否 对 ， 每 个 组 分 
的 几率 是 易于 测定 的 。 只 要 庶 住 孔 2, 让 电子 只 从 和 孔 1 通过 ， 
就 得 到 电子 通过 孔 1 到 达 * 的 几率 P,, 这 个 结果 由 图 1-2(b) 
给 出 。 同样 ， 这 住 孔 1， 我 们 得 到 通过 孔 2 到 达 * 的 几率 P， 
[图 1-2 (oO)]. 

它们 的 和 [图 1-2 (4d)] 与 曲线 (a) 显然 不 一 致 ， 因 此 ， 
实验 明确 表明 , P 闪 Pi 十 Pl， 或 者 说 ,I[ 是 错误 的 . 


»。 3. 


人 2/ [2/ li/ (0) 


图 1-2 实验 结果 . 电子 到 达 x* 的 几率 是 相对 探测 器 位 置 x* 
画 出 的 。 图 1-1 的 实验 结果 画 在 《a); 若 仅 1 孔 开 启 , 则 电子 
仅 能 通过 孔 1, 其 结果 为 (b); 车 仅 孔 2 开启 , 则 为 《c)。 如 果 
我 们 设想 每 个 电子 恰好 通过 这 个 孔 或 那个 筷 ， 则 当 两 孔 都 开 
启 时 ,预期 应 得 到 曲线 〈d) 一 (b) 十 (c)， 这 与 实际 所 得 的 
曲线 (a) 完全 不 同 


几率 幅 ”两 孔 都 开启 时 ,电子 到 达 * 的 几率 并 不 是 单 
独 开启 孔 1 的 几率 与 单独 开启 孔 2 的 几率 之 和 |. 

实际 上 ,复杂 曲线 P(x) 是 我 们 熟悉 的 , 因为 它 恰好 是 发 
自 $ 的 波 穿 过 两 个 孔 撞击 在 屏 C 上 (图 1-3) 所 得 到 的 干涉 图 
形 的 强度 分 布 。 表达 波幅 的 最 简单 的 办 法 是 用 复数 。 定义 
P(x) 是 某 一 复 量 $b(x) 的 绝对 值 平方 (如 果 邯 虑 电子 目 旋 ， 
该 复 量 为 超 复 量 )， 而 p(x) 为 到 达 x 的 几率 幅 , 我 们 就 能 够 
从 数学 上 阐述 P(x) 的 正确 规律 。 并 且 wx) 是 两 个 贡献 之 
和 和， 只 (通过 孔 1 到 达 的 几率 幅 ) 加 g, (通过 孔 2 到 达 的 几率 
幅 )。 也 就 是 说 ， 

II， 存在 复数 心 、 和 ， 使 得 


P 一 | | ， (1-1) 
b= p+ ph, (1-2) 
P, = 19.1", P; 一 EA (1-3) 


在 以 后 的 章节 里 ,我 们 将 详细 讨论 由 和 的 实际 计算 . 
这 里 我 们 仅 设 和 是 可 以 计算 的 , 它 表 示 波 从 源 通过 孔 1 再 传 


> » ; - 


图 1-3 ”波动 干涉 中 的 一 个 模拟 实验 。 图 1-2(a) 中 的 复杂 
曲线 PCx) 与 从 $ 出 发 穿 过 孔 而 可 能 到 达 * 的 : 波 的 强度 I(x) 
相间 。 在 某 些 z 点 。 发 自 孔 1 和 孔 2 的 波 干涉 相 消 《 即 发 自 
孔 工 的 波峰 与 发 自 孔 2 的 波 谷 同时 到 达 ); 在 另 一 些 点 ,干涉 
相 长 . 由 此 产生 出 曲线 Kx) 的 复杂 的 极 大 信和 极 小 信 
播 到 * 的 波动 方程 的 一 个 解 . 这 反映 了 电子 《或 者 在 光 的 情 
总 下 为 光子 ) 的 波动 性 质 . 
总 之 ,我 们 计算 出 能 到 达 * 处 探测 器 的 波 强度 ( 即 几率 幅 
的 绝对 值 平方 ) ,然后 将 此 强度 解释 为 粒子 到 达 x 的 几率 . 
壳 辑 上 的 一 些 困难 ” 值得 注意 的 是 。 同 时 使 用 站 的 概 
念 和 粒子 的 概念 并 不 产生 矛盾 。 只 有 对 这 实验 情况 允许 我 们 
作出 什么 样 的 说 明 进 行 十 分 仔细 的 考虑 ， 才 能 做 到 这 一 扩 ， 
为 了 更 详细 地 讨论 这 一 点 ， 首 先 考 虑 观测 结果 中 出 现 的 
一 种 情况 ， 新 的 几率 合成 规律 II 一 般 地 意味 着 P 一 已 十 已 
是 不 对 的 .我 们 必定 得 出 结论 : 当 两 个 孔 同 时 开启 时 ， 粒 子 
通过 这 个 孔 或 那个 孔 的 说 法 是 不 对 的 ， 因 为 如 果 粒 子 必 须 通 
过 这 个 孔 或 那个 孔 , 我 们 就 能 将 到 达 x 的 粒子 分 成 不 相干 的 
两 类 , 即 经 孔 1 和 经 孔 2 到 达 x 的 粒子 ;并 且 到 达 z 的 次 数 P 
一 定 是 粒子 经 过 和 孔 1 的 次 数 P, 与 经 过 和 孔 2 的 次 数 P; 之 和 . 
为 了 摆脱 这 惊人 的 结论 所 导致 的 逻辑 上 的 困难 ,我们 可 
以 试 一 试 各 种 办 法 .例如 ， 设 想 电子 也 许 在 一 条 复杂 的 轨道 
上 运动 ， 先 通过 孔 1, 然后 回头 穿 过 孔 2, 最 后 以 某 种 复杂 的 
方式 穿 过 筷 1; 或 许 电 子 以 某 种 方式 散 开 ， 部 分 地 通过 两 个 


礼 ， 以 臻 最 终 产 生 千 涉 结 果 [IL; 或 许 由 于 遮 住 孔 2 有 可 能 影 
响 孔 1 附近 的 电子 运动 ， 从 而 电子 穿 过 和 孔 1 的 几率 没有 和 被 正 
确 地 确定 ， 人 们 也 曾 用 了 许多 这 类 经 典 力学 模型 试图 解释 这 
个 结果 ，, 当 我 们 使 用 光子 时 《在 这 种 情况 下 , 规律 HI 同样 适 
用 ), 可 以 使 两 个 干 沙 路 径 1 和 2 在 空间 上 相距 几 个 厘米 , 因 
此 ,这 两 个 交叉 的 轨道 几乎 肯定 是 独立 的 。 下面 的 实验 证 明 ， 
实际 情况 将 比 开 始 所 设想 的 具有 更 深远 的 意义 ， 

观察 的 影响 。 ”我 们 已 经 从 逻辑 基础 上 得 出 结论 ， 既 然 
P < P 十 P,， 那 么 根据 电子 或 者 通过 和 孔 1 或 者 通过 孔 2 这 一 
简单 假设 来 分 析 电 子 的 运动 是 不 正确 的 ， 可 是 ， 极 容易 设计 
一 个 实验 直接 来 验证 我 们 的 结论 ， 只 要 在 妃 的 后 面 放 一 个 光 
源 ， 就 可 观看 电子 通过 哪 一 个 孔 ( 见 图 1-4)。 由 于 电子 散射 
光 , 因 此 , 如 果 光 在 孔 1 后 面 被 散射 , 我们 就 可 以 断定 某 个 电 
子 通 过 了 孔 1; 若 光 在 孔 2 附近 被 散射 , 则 电子 通过 了 乱 2. 

这 个 实验 结果 明确 表示 ， 电 子 确实 或 者 通过 孔 1 或 者 通 
过 孔 2， 即 对 于 每 个 到 达 屏 c 的 电子 (假定 光 足 够 强 , 我 们 不 
会 察觉 不 到 )， 光 或 者 在 孔 工 后 面 或 者 在 孔 2 后 面 被 散射 ,并 
且 决 不 会 ( 若 光 源 5 很 弱 ) 在 两 处 同时 被 散射 . (一 个 更 精细 
的 实验 甚至 能 表明 ， 通 过 两 孔 的 电荷 或 者 是 通过 这 个 孔 的 或 
者 是 通过 那个 孔 的 。 并且 在 所 有 情况 下 ， 都 是 以 一 个 电 于 的 
完整 电荷 出 现 的 , 决 不 会 是 它 的 部 分 电 衙 .。) 

现在 看 来 ,我 们 得 出 了 一 个 伴 雇 .假设 将 两 个 实验 联合 
起 来 察看 电子 通过 了 人 哪个 孔 , 并 同时 测量 电子 到 达 * 的 几率 ， 
然后 对 于 每 个 到 达 x 的 电子 ， 我 们 可 以 从 实验 上 来 说 明 电 子 
是 否 通过 了 和 孔 1 或 孔 2。 首先 ,我 们 要 证 实 P 由 曲线 (b) 给 
出 ,因为 如 果 我 们 选择 到 达 x 的 电子 只 是 通过 孔 1( 根 据 那 里 
的 光 被 散射 ) 的 电子 , 则 我 们 发 现 , 它们 的 分 布 确 似 曲线 (b). 
( 孔 2 不 论 是 遮 住 还 是 开启 , 均 可 得 到 这 个 结果 ,因此 可 证 实 ， 


关闭 孔 2 对 孔 1 附近 的 运动 毫 无 影响 .) 如 果 选 取 孔 2 处 散射 
光 的 电子 ,我 们 得 到 很 近 于 图 1-2 (c) 中 的 P,。 现 在 每 个 电 了 于 
或 者 出 现在 孔 1, 或 者 出 现在 孔 2, 并 且 可 将 其 分 成 不 相干 的 
两 类 .因此 ，, 如 果 我 们 将 两 者 放 在 一 起 , 一 定 得 到 图 1-2 (4) 
中 的 分 布 P= 二 =P, 十 已 ， 实 验 确实 如 此 。 然 而 ,该 分 布 莫名 其 
妙 地 没有 出 现 如 曲线 (a) 的 干涉 结果 [U1. 

这 里 发 生 了 什么 变化 呢 % 当 我 们 察看 电子 通过 哪个 筷 
时 , 就 能 得 到 结果 P == P 十 已 ， 当 我 们 不 观察 时 , 就 得 到 不 
同 的 结果 P 一 | 由 十 pl 已 十 P,. 

实际 上 , 正 是 由 于 察看 了 电子 才 改变 了 它 到 达 * 的 几率 . 
这 怎么 可 能 呢 ? 答案 是 : 为 了 察看 电子 ,我 们 使 用 了 光 , 可 以 
预期 光 与 电子 的 碰撞 会 改变 电子 的 运动 ,或 者 更 确切 地 说 , 改 
变 了 电子 到 达 x 的 几率 ， 

另 一 方面 ， 我 们 是 否 能 使 用 较 弱 的 光源 而 期 望 这 种 影 啊 
弱 一 点 呢 ? 我 们 认为 ,一 个 很 弱 以 至 可 以 忽视 的 干扰 对 分 布 
肯定 不 会 产生 从 (a) 到 (d) 的 有 限 小 的 改变 .但 弱 的 光 并 不 
意味 着 弱 的 干扰 。 光 以 能 量 为 和 2 或 动量 为 h/4 的 量子 形式 
出 现 ,这 里 > 是 频率 , 是 波长 。 减弱 光源 意味 着 使 用 较 少 的 
光子 。 因此， 我 们 也 许 会 漏 看 了 电子 。 但 是 当 我 们 确实 君 见 
一 个 电子 时 ,就 意味 着 一 个 完整 的 光子 被 散射 ,并 且 这 个 电子 
获得 大 约 为 4/12 的 有 限 ? 动 量 . 

漏 看 的 那些 电子 是 根据 干涉 定律 (a) 分 布 的 ， 而 我 们 真 
正 看 到 的 、 因 而 是 散射 了 一 个 光子 的 并 到 达 * 的 那些 电子 具 
有 (dy) 中 的 几率 P 一 P 十 P,， 因 此 ,在 这 种 情况 下 , 净 分 布 
是 (a) 和 (d) 的 加 权 平 均 。 在 强 的 光线 下 ， 几 乎 所 有 的 电子 
都 散射 光 时 , 分 布 近似 于 (d); 而 在 很 弱 的 光线 下 , 散射 极 少 


1》 有 限 的 意思 既 不 是 无 限 大 , 也 不 是 无 限 小 . 译 者 


® FF。 


图 1-4 图 1-1 实 验 的 一 个 修正 ， 我 们 在 屏 383 后 放置 一 个 光 
源 L， 并 寻找 通过 了 扎 1 或 者 孔 2 的 电子 所 散射 的 光 ， 用 一 个 
很 强 的 光源 ,确实 可 以 发 现 每 个 电子 通过 这 个 或 者 那个 和 孔 ， 
但 现在 到 达 * 的 几率 不 再 是 由 图 1-2 (a) 中 的 曲线 给 出 ,而 
是 由 图 1-2(d) 给 出 
时 , 它 更 相似 于 (a). 

我 们 仍 可 认为 ,既然 光 所 携带 的 动量 为 4/2。 则 用 波长 2 
较 长 的 光 会 产生 较 弱 的 效果 .但 这 有 个 限度 。 若 使 用 波长 太 
长 的 光 ， 我 们 将 不 能 区 别 光子 是 从 和 孔 1 后 面 还 是 从 孔 2 后 面 
被 散射 ;因为 波长 为 2 的 光源 用 于 空间 定位 时 ,其 精度 不 超过 
1 的 数量 级 . 

因此 我 们 看 到 ， 为 测定 电子 通过 哪个 孔 所 设计 的 任何 物 
理 实验 ,一 定 会 产生 (否则 就 有 伴 雇 ) 强 的 干扰 ,足以 使 分 布 从 
(a) 变化 到 (d). 

海 森 伯 第 一 个 注意 到 这 些 ， 并 在 他 的 测 不 准 原理 中 作 了 
陈述 : 当时 畸 新 的 力学 ?> 的 一 致 性 对 所 能 进行 的 实验 的 精度 
要 求 有 一 个 限制 。 在 我 们 的 情形 中 ， 该 原理 指出 ;设计 一 种 
装置 来 测定 电子 通过 什么 样 的 孔 , 并 且 足 够 精细 ,使 得 电子 的 
偏转 不 足以 破坏 干涉 图 形 的 企图 一 定 不 会 成 功 。 显 然 量 子 力 


1) 即 量子 力学 。 一 一 译 者 


学 的 一 致 性 要 求 它 必 须 是 一 个 普遍 性 的 陈述 ， 包 括 物理 世界 
中 各 种 可 用 以 测定 电子 通过 哪个 孔 的 手段 .物理 世界 不 可 能 
是 半 量 子 力 学 、 半 经 典 的 。 对 于 测 不 准 原理 从 未 发 现任 何 例 
外 情况 . 


1-2 测 不 准 原 理 


测 不 准 原 理 可 以 陈述 为 : 一 个 过 程 如 有 两 个 以 上 的 效果 
可 供 选 择 , 那么 , 一 旦 决定 了 采用 其 中 某 个 选择 ,就 破坏 了 各 
个 可 能 选择 之 间 的 干涉 ， 海 森 伯 测 不 准 原理 的 论述 最 初 并 不 
是 以 这 里 所 采用 的 形式 给 出 的 .我 们 将 中 断 这 里 的 讨论 ， 专 
门 用 几 段 来 讨论 海 森 伯 的 原始 论述 . 

在 经 典 物 理学 中 ,一 个 粒子 可 被 描述 为 沿 着 一 定 的 轨道 
运动 ， 并 在 任何 特定 的 时 刻 上 共有 精确 的 位 置 和 速度 。 这 样 一 
幅 图 象 不 会 导出 我 们 已 知 的 作为 量子 力学 特征 的 那些 奇怪 结 
果 ， 海 森 伯 的 测 不 准 原 理 指出 了 上 述 经 典 概 念 的 精确 性 受 限 
制 ， 例 如 ， 一 个 粒子 由 有 确定 位 置 又 有 确定 动量 的 概念 就 有 
其 局 限 性 .从 经 典 角度 来 看 ,一 个 真实 体系 ( 即 遵 从 量子 力学 
的 体系 ) 的 位 置 和 动量 虽然 不 是 确切 的 , 但 只 是 未 确定 而 已 . 
仔细 测量 能 减 小 位 置 的 不 确定 性 ， 而 其 他 一 些 测量 可 以 确定 
动量 。 但 是 ,正如 海 森 伯 在 测 不 准 原 理 中 所 述 的 ,两 者 不 能 同 
时 精确 地 确定 ; 任何 一 个 实验 所 涉及 的 动量 不 确定 值 和 位 置 
不 确定 值 的 乘积 不 小 于 数量 级 为 友 的 一 个 数 ?， 在 我 们 已 经 
讨论 的 情况 中 ， 物 理学 的 内 在 一 致 性 要 求 这 样 的 结论 也 适合 
于 其 他 用 来 决定 电子 究竟 通过 哪个 孔 的 办 法 . 

例 ”如 果 一 个 电子 在 通过 一 个 孔 后 被 偏转 ， 则 其 动量 
的 竖 直 分 量 改变 。 而 且 通 过 和 孔 1 后 到 达 探 测 器 x 的 一 个 电子 


1) 让 二 hj2x 一 1.054X10-”?erg's， 其 中 为 普 朗 克 常 数 . 


与 经 孔 2 到 达 探 测 器 * 的 一 个 电子 相 比 ， 其 偏转 大 小 是 不 同 
的 ,因而 有 不 同 的 动量 变化 。 设 了 处 的 屏 不 是 刚性 支撑 ,而 是 
可 以 自由 地 上 下 移动 的 (图 1-5)、 通过 某 个 孔 的 电子 的 动量 
的 竖 直 分 量 的 任 一 改变 ,将 伴随 有 屏 动量 的 等 量 而 反 向 的 改 
变 . 测 量 电子 经 过 孔 前 、 孔 后 屏 的 速度 ， 就 能 测 出 这 个 动量 的 
改变 。 令 5 为 通过 孔 1 或 孔 2 的 电子 之 间 动 量 改 变 的 差 值 . 
那么 ， 要 确 清 地 测量 一 个 特定 的 电子 所 经 过 的 孔 就 需要 用 比 
6p 更 为 精确 的 方法 来 测量 屏 的 动量 . 

如 果 我 们 建立 起 这 样 的 实验 ， 使 得 屏 了 3 动量 的 测量 能 达 
到 所 要 求 的 精度 , 那么 , 由 于 我 们 能 测定 电子 所 通过 的 孔 , 就 
一 定 能 发 现 电 子 的 最 终 分 布 是 图 1-2 〈d) 的 曲线 .干涉 图 形 
曲线 (a) 一 定 消失 .这 是 怎样 发 生 的 呢 ? 为 便于 理解 ,我 们 指 
出 ， 欲 知 屏 c 上 的 分 布 曲 线 的 结构 就 需要 准确 了 解 屏 也 上 两 
孔 的 竖 直 位 置 。 因 此 ,我 们 不 但 要 测量 屏 8 的 动量 ,而 且 还 一 
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1-3 图 1-1 实验 的 另 一 种 修正 。 使 屏 如 自由 地 作 三 直 
运动 . 如 果 电 子 通过 和 孔 2 而 到 达 探 测 器 《例如 : x 一 07， 则 
电子 向 上 偏转 :而 屏 卫 将 向 下 反 冲 . 对 电子 的 每 次 穿行 , 从 静 
目的 屏 开 始 ， 然 后 测量 它 是 向 上 还 是 向 下 反 冲 来 确定 电子 通 
过 的 那个 孔 . 然而 根据 海 森 伯 测 不 准 原理 ,对 屏 8 的 这 种 精确 
的 动量 测量 将 与 孔 的 垂直 位 置 的 准确 了 解 相 矛盾 :因此 ,我们 
没有 把 所 正确 地 建立 两 个 孔 的 中 线 . 图 1-2(a) 中 的 Cx), 由 
于 它 在 竖 直 方向 上 被 模糊 了 一 点 :因此 它 看 起 来 尔 图 1-2 (d) 
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定 要 测量 它 的 位 置 .如果 要 建立 干涉 图 形 曲线 〈a), 我 们 一 
定 要 知道 8 的 竖 直 位 置 , 其 精度 大 于 4/2, 这 里 4 是 曲线 (a) 
的 极 大 值 之 间 的 跟 距 . 设 B 的 竖 直 位 置 的 确定 达 不 到 这 个 精 
度 。 则 确定 图 1-2 (a) 中 各 点 的 竖 直 位 置 的 精度 不 大 于 d/2， 
因为 竖 直 标 度 的 零点 必须 用 屏 3B 上 的 茶 些 标 称 零点 来 调整 . 
任 一 高 度 * 处 的 了 值 必须 由 x 上 下 a4/2 间隔 内 的 所 有 P 值 的 
平均 来 得 到 .显然 ,干涉 图 形 将 被 这 个 平均 过 程 毁 坏 ,最 终 曲 
线 相 似 于 图 1-2 (4). 
在 最 初 的 实验 中 ， 这 种 干涉 图 形 是 电子 波动 性 的 象征 . 
这 个 图 象 对 任 一 种 波动 都 是 相同 的 ， 因 此 我 们 可 以 借用 光 衍 
射 理论 中 已 经 熟知 的 结果 来 得 到 孔 的 间隔 *。 屏 3 和 屏 C 间 
的 距离 ! 以 及 光 的 波长 + 和 z 之 间 的 关系 为 
工 一 二 ， (1-4) 
l ad 
如 图 1-6 所 示 。 在 第 三 章 中 ,我 们 将 会 看 到 电子 波 的 波长 与 


图 1-6 孔 1 和 和 孔 2 处 发 出 的 位 相 相 同 的 两 束 光 ，、 如 果 它 们 
从 8 至 C 所 用 的 时 间 相 同 ， 则 它们 到 达 屏 C 时 ,将 干涉 相 长 . 
这 意味 着 ,通过 两 个 孔 的 光束 在 屏 的 中 心 将 发 生 衍射 极 大 . 当 
屏 C 疝 下 移动 时 , 在 离 中 心 足 够 远 的 距离 4 处 将 产生 次 极 大 ; 
对 于 到 达 这 -一 点 的 光束 来 说 。 来 目 孔 工 的 光 比 来 自 孔 2 的 光 
正好 多 走 一 个 波长 4 
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电子 的 动量 密切 相关 ; 
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(1-5) 


若 了 了 是 单个 电子 的 总 动量 (假定 所 有 电子 具有 相同 的 总 动 
量 ) ,那么 对 于 i > 4 有 
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如 图 1~7 所 示 。 由 此 得 
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图 1-7 一 个 电子 通过 屏 8B 上 一 个 筷 ， 其 偏转 实际 上 是 动量 
改变 5p。 这 个 改变 相当 于 在 近似 恰 直 于 初始 动量 矢量 的 方 
调 上 附加 一 个 小 的 动量 分 是。 能量 的 改变 可 忽略 不 计 、 对 于 
小 的 偏转 篇, 总 动量 矢 时 近似 地 保持 同样 的 数 什 、 那么 , 偏转 
角 可 表示 为 一 个 良好 的 近似 什 [6p1 /lp| .如果 两 个 电子 ,一 
p>， 两 考 到 达 屏 C 上 的 局 一 点 、 则 它们 的 篇 转角 一 定 近 似 相 
差 信 afi。 由 于 我 们 不 能 说 明 电 子 穿 过 跪 一 个 筷 ， 因 此 穿 过 
屏 下 时 电子 获得 的 动量 狼 实 分 量 的 不 确定 人 性 一 定 等 价 于 储 转 
角 的 不 确定 性 ,出 此 给 出 关系 {pi ~ pz /pl 一 lapl/p| 一 
afil 


(1-6) 


(1-7) 


因为 在 实验 上 我 们 发 现 , 干 水 图 已 经 消 兴 ,这 一 定 是 在 测定 8 
位 置 时 ,其 不 确定 值 gx 大 于 d/2。 因 此 ， 
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bp5x 之 全， (1-8) 


它 与 测 不 准 原理 的 一 般 论述 (在 数量 级 上 ) 相 一 致 , 

对 于 前 面 用 光 散 射 来 决定 电子 通过 哪个 孔 的 测量 装置 亦 ， 
可 做 类 似 的 分 析 。 这 种 分 析 能 得 到 相同 的 剂 不 准 下 限 . 

只 考虑 少数 几 个 这 样 的 实验 并 不 能 “证 明 ” 测 不 准 原 理 ， 
而 只 不 过 是 举例 说 明 它 。 它 的 证 据 有 两 类 。 第 一 类 ， 至 今 沿 
无 人 发 现任 何 一 个 实验 方法 能 突破 该 测量 限度 ;第 二 类 ,如 果 
我 们 要 保持 物理 学 的 一 致 性 ， 量 子 力 学 看 来 是 需要 它 的 ， 并 
且 量 子 力学 定律 的 预言 已 经 一 次 又 一 次 地 非常 精确 地 被 证 实 
了 。 
1-3 ”干涉 选择 

两 类 选择 ”从 物理 观点 来 看 ， 两 条 路 就 是 两 个 互相 独 
立 的 选择 ， 但 是 , 几率 为 P + P， 的 含义 是 错误 的 。 也 就 是 
说 ,前 提 和 导致 这 样 一 个 结论 的 推理 两 者 之 一 必定 是 错误 的 ， 
由 于 我 们 思想 上 的 习惯 势力 很 强 , 许 多 物理 学 家 发 现 , 否 定 这 
前 提 比 否定 这 推理 要 方便 得 多 为 了 避免 易于 使 人 陷入 混乱 
的 软 辑 上 的 不 一 臻 ， 物 理学 家 采取 下 述 观点 ， 在 不 打算 测定 
电子 通过 哪个 孔 的 时 候 ， 人 们 就 不 能 说 电子 必须 通过 这 个 孔 
或 那个 孔 。 只 有 仪器 在 工作 着 以 测定 电子 通过 哪个 孔 的 时 
伐 ， 才 人 允许 说 电子 穿 过 这 个 或 那个 孔 。 当 察看 电子 时 才 会 发 
现 电子 穿 过 这 个 孔 或 那个 孔 ; 而 在 不 观察 时 ， 就 不 能 说 电子 
走 哪 一 条 路 。 如 果 我 们 要 描述 自然 ， 自 然 就 要 求 我 们 走 一 条 
严格 合乎 逻辑 的 道 略 . 

与 这 个 思想 方法 相反 ， 本 书 将 遵循 本 章 第 一 部 分 的 建议 
而 否定 其 推理 , 即 对 于 各 种 可 能 的 选择 ,我 们 不 用 几率 登 加 来 + 
计算 几率 。 为 了 定义 出 新 的 规则 ， 以 便 几 率 能 合成 ， 先 给 定 
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选择 ”这 词 的 两 种 意义 是 较为 方便 的 。 该 词 的 第 一 个 意义 是 
排 奈 的 概念 。 因 此 ， 如 果 其 中 一 个 孔 关闭 或 者 能 够 清楚 地 决 
定 所 用 的 孔 蚌 哪 一 个 的 仪器 处 于 工作 状态 时 ， 则 孔 1 和 和 孔 2 
是 排斥 选择 . “选择 ”的 男 一 意义 是 合成 或 干涉 的 概念 (这 里 ， 
术语 “干涉 ”与 光学 中 的 意义 相同 , 邑 相 长 干涉 或 相 消 干涉 ). 
因此 , 当 (1) 两 筷 开 启 和 (2) 不 打算 测定 电子 通过 哪个 孔 时 ,我 
们 就 说 孔 1 和 和 孔 2 表示 电子 的 干涉 选择 。 当 选择 是 这 种 干涉 
类 型 时 ， 几 率 定 律 一 定 成 为 方程 (1-1) 和 (1-2) 所 给 出 的 形 
式 . 

干涉 选择 的 概念 是 量子 力学 全 部 内 容 的 基础 。 在 茶 些 情 
况 下 ,我 们 人 允许 两 种 选择 都 存在 .在 两 孔 实 验 中 ,假设 我 们 问 ， 
电子 到 达 某 点 (例如 在 屏 中 心 附 近 的 1 cm 范围 内 ) 的 几率 ,我 
们 的 意思 就 是 说 , 如 果 幕 上 布 着 计数 器 ( 当 电 子 到 达 时 , 这 个 
或 那个 计数 器 会 响应 ), 那么 在 x 一 0 邻近 1 cm 内 计数 器 响 
应 的 几率 是 多 少 。 在 这 里 ， 各 种 可 能 性 就 是 电子 通过 某 个 孔 
而 到 达 某 个 计数 器 的 可 能 性 .两 个 孔 表 现 为 干涉 选择 ,而 计数 
器 是 排斥 选择 、 因此, 我们 首先 对 一 个 男 定 的 * 登 加 十 ps， 
将 其 平方 ， 然 后 对 x* 从 一 1 到 十 1cm 求 出 这 些 合 成 几率 之 
和 . 

只 要 有 一 点 经 验 ,就 不 难 区 别 所 采用 的 是 哪 一 类 选择 . 例 
如 ,假定 有 关 选 择 的 资料 可 资 利 用 (或 不 变 其 结果 就 可 利用 )， 
但 这 资料 并 没有 被 利用 , 然而 在 这 种 情况 下 , 几率 求 和 ( 按 普 
通 含义 ) 一 定 在 排斥 选择 上 进行 。 这 些 排斥 选择 是 能 够 被 那 
些 资 料 分 别 加 以 区 分 的 ， i 

举例 当选 择 不 可 能 被 任 一 实验 分 辨 时 ， 那 一 定 是 干 
涉 的 。 一 个 显著 的 例子 是 两 个 核 作 90” 的 散射 《例如 在 质 
心 系统 中 ), 如 图 1-8 所 示 。 设 4 代表 a 粒子 ,3B 代表 其 它 的 
核 。 问 题 是 要 求 出 4 被 散射 至 位 置 1 而 B 被 散射 至 位 置 2 的 
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Ta 
图 1-8 质心 系 中 一 个 核对 另 一 个 核 的 散射 ， 两 个 全 同 核 的 
散射 亚 示 出 如 著 的 于 涉 效 应 ， 这 里 有 两 种 干涉 选择 . 到达 1 
处 的 粒子 可 以 说 是 从 4 或 B 出 发 的 那个 粒子 ， 若 初始 核 不 是 
全 同 的 ， 则 在 1 处 的 全 同性 试验 能 够 决定 实际 所 取 的 是 哪 一 


种 选择 ;因此 他 们 是 排斥 选择 , 但 在 这 个 情况 中 特别 的 干涉 效 
应 并 不 出 现 


几率 。 该 振幅 表 为 $4za(1,2)，、， 其 几率 为 二 1 84a《1,2)|. 
假定 我 们 不 管 到 达 1 处 的 是 哪 种 核 ， 即 无 论 是 B 或 4， 若是 
8 ， 则 振幅 为 bua(2，1) ( 它 等 于 64s(1, 2)， 因 为 我 们 取 
90° 的 角 )。 某 个 核 到 达 1 处 和 另 一 个 核 到 达 2 处 的 几率 为 

$anl1,2))° + 1 $aa(2,1)1° = 2P. (1-9) 
这 里 ， 我 们 已 经 登 加 了 这 些 几 率 。 4 到 达 1 而 B 到 达 1 的 情 
况 是 排斥 选择 ， 因为 我 们 能 够 在 不 妨碍 以 前 散射 过 程 的 条 件 
下 ,决定 1 处 核 的 特性 . 

但 是 ,如 果 4 是 4 粒子 ,8 也 是 a 粒子 , 情 碗 又 将 怎样 呢 ? 
没有 一 个 实验 能 够 区 别 它们 我们 也 不 知道 到 达 1 处 的 粒子 
是 来 目 4 还 是 B， 因 此 ,我 们 得 到 的 是 干涉 选择 ,其 几率 为 

| $4a3C1,2) 十 panl2,1)|° = 4P., (1-10) 
这 一 有 趣 的 结果 已 为 实验 所 证 实 ， 
如 采 电 子 散 射电 子 ， 其 结果 在 两 个 方面 有 所 不 同 . 首先 ， 
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电子 具有 一 个 我 们 称 之 为 自 旋 的 量 ， 并 且 一 个 给 定 的 电子 可 
以 处 在 所 亩 自 旋 向 上 和 自 旋 向 下 的 两 态 之 一 。 对 低能 散射 取 
一 级 近似 ,其 自 旋 不 变 。 自 旋 带 有 磁 矩 ,在 低速 情况 下 , 主要 
作用 力 来 自 电 荷 的 电力 ,而 磁力 的 影响 仅 作 为 一 个 小 的 修正 ， 
可 以 忽略 不 计 。 因 此 ,如 时 电子 4 自 旋 向 上 而 B 自 旋 向 下 , 那 
么 以 后 我 们 就 能 用 测量 其 自 旋 的 办 法 来 区 别 到 达 1 处 的 电 
子 . 若 目 旋 向 上 , 则 是 4; 若 自 旋 向 下 , 则 是 B， 故 在 这 种 情况 
下 ,散射 几率 为 
14(2:1)| + 1491:2) = 2P (1-11) 
然而 ,车 开始 时 4 各 B 两 者 都 是 自 旋 向 上 ,以 后 我 们 就 不 
能 区 别 它 们 了 ,而 会 得 到 z 
| $4 (1,2) + panl2,1)|" = 4P., (1-12) 
实际 上 这 是 错误 和 的。 值得 注意 的 是 ， 电 子 服从 一 个 不 同 的 规 
则 .电子 对 的 全 同性 与 上 面 的 ( a 粒子 ) 正 相反 ,其 几率 幅 相 差 
180? 的 相 角 , 即 在 两 个 自 旋 向 上 的 情况 下 ,有 
|$48C1,2) — $anC2,1)1. (1-13) 
在 90° 散射 的 情况 下 ，wxs(1，2) 一 84a(2,1)， 因 此 上 式 为 
零 . 
党 米子 和 玻 色 子 全 同 电子 交换 所 涉及 的 两 种 可 能 选 
择 之 间 有 180° 的 相 移 ,这 一 规则 是 很 奇怪 的 。 其 根本 原因 我 
们 还 不 完全 理解 。 除 电子 以 外 ， 还 有 一 些 别 的 粒子 也 服从 这 
个 规则 ,这 样 的 粒子 称 为 费 米子 ,我 们 说 它们 服从 费 米 统计 ， 
也 称 为 反对 称 统计 。 电子、 质子、 中 子 、 中 微 子 和 4& 子 都 是 费 
米子 。 它 们 的 奇数 组 合 也 是 费 米子 ,例如 氮 原 子 , 它 含 有 七 个 
电子 ,七 个 质子 ,七 个 中 子 。 泡 利 首先 曾 述 了 这 个 180° 规则 ， 
它 是 泡 利 不 相 容 原理 的 完备 的 量子 力学 根据 ,和 而且 决定 了 化 
学 元 素 周 期 表 的 特性 . 
有 些 粒 子 ,在 互 换 中 不 变相 角 , 就 称 为 玻 色 子 , 它 服从 玻 
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色 统计 ,也 称 为 对 称 统计 ， 例 如 光子 、x 介子 、 含 有 偶数 个 费 
米子 (如 zc 粒子 , 它 有 两 个 质子 和 两 个 中 子 ) 的 系统 都 是 玻 色 
子 。 所 有 的 粒子 必定 是 玻 色 子 或 者 费 米子 两 类 中 的 一 类 .这 
些 干涉 性 质 具 有 深远 而 神秘 的 影响 。 例 如 在 1 或 2 开 氏 温度 
时 ,原子 质量 为 4 的 毛 ( 玻 色 子 ) 的 液体 谨 过 小 管 时 不 受 任何 
阻力 ,而 原子 质量 为 3 的 氨 ( 费 米子 ) 的 液体 就 没有 这 个 性 质 . 

粒子 的 全 同 概念 在 量子 力学 中 远 比 经 典 力学 中 的 明确 和 
完整 .在 经 典 力学 中 ， 看 来 好 象 全 同 的 两 个 粒子 可 能 是 近似 
全 同 的 ,或 对 所 有 实际 目的 来 说 是 全 同 的 ,其 含义 为 : 它们 是 
这 样 近 平 全 等 ， 以 至 于 现存 的 实验 技术 不 能 测 出 任何 差别 . 
然而 , 将 来 是 否 会 有 某 种 技术 能 确定 出 这 种 差别 , 还 很 难说 . 
但 是 ,在 量子 力学 中 ,情况 就 大 不 相同 了 . 我 们 可 以 给 出 一 个 
直接 的 实验 ,用 来 确定 粒子 是 否 完全 不 可 区 别 ， 

如 图 1-8 所 示 的 实验 中 ， 如 果 来 自 4 和 的 粒子 仅 是 近 
似 全 同 的 ,那么 ,实验 技术 的 改进 就 会 使 我 们 能 仔细 观察 到 达 
例如 1 处 的 粒子 ,从 而 决定 它 是 来 自 4 还 是 B， 在 这 种 情况 
下 ,两 个 初始 位 置 的 选择 一 定 是 互相 排斥 的 ,描述 这 些 选择 的 
振幅 之 间 一 定 不 存在 任何 干涉 ， 重 要 的 一 点 是 观察 动作 将 出 
现在 散射 发 生 之 后 。 就 是 说 观察 不 可 能 影响 散射 过 程 。 由 此 
可 以 推出 ,描述 两 种 选择 ( 即 到 达 ! 处 的 粒子 或 者 来 自 4 或 者 
B) 的 振幅 之 间 不 会 有 干涉 .在 这 种 情况 下 ,根据 测 不 准 原理 ， 
必 能 断定 ,没有 办 法 (甚至 在 原理 上 ) 区 别 这 两 个 几率 . 即 当 一 
个 粒子 到 达 1 处 时 ,不 论 现在 或 将 来 ,完全 不 可 能 有 任何 实验 
能 决定 粒子 究竟 是 来 自 4 还 是 B。 在 全 同 的 这 种 更 严格 的 意 
义 上 讲 ， 所 有 的 电子 都 是 全 同 的 。 所 有 的 质子 也 是 全 同 的 . 

第 二 个 例子 。 我 们 考虑 中 子 在 晶体 上 散射 。 当 波 长 比 
原子 间隔 稍 短 一 点 的 中 子 被 晶体 中 的 原子 散射 时 ， 我 们 会 得 
到 极 强 的 干涉 效应 。 中 子 仅 在 布 喇 格 反射 定律 所 规定 的 某 些 
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分 立方 向 发 出 ， 正 象 X 射 线 一 样 。 本 例 所 涉及 的 干涉 选择 
是 这 个 或 那个 原子 散射 某 一 特定 中 子 的 各 种 选择 的 可 能 性 . 
( 任 一 原子 散射 中 子 的 几率 幅 非常 之 小 ,以 至 于 我 们 不 必 考 上 
中 子 被 两 个 以 上 的 原子 所 散射 这 种 选择 .) 描 述 出 自 这 些 原子 
的 某 个 中 子 运动 的 振幅 波 仅 在 某 些 确定 的 方向 上 产生 相 长 干 
涉 . 

现在 ， 在 这 个 看 来 简单 的 图 象 中 出 现 了 一 个 有 意义 的 复 
杂 现象 。 象 电子 一 样 , 中 子 具 有 自 诈 ,可 分 为 自 旋 向 上 和 自 旋 
向 下 两 种 状态 . 设 散射 材料 由 某 类 原子 组 成 , 它 具 有 类 似 的 自 
旋 特 性 ,例如 碳 -13， 在 这 种 情况 , 实验 将 出 现 两 种 显然 不 同 
的 散射 类 型 ， 我 们 发 现 ， 散 射 除了 在 一 些 分 立 的 方向 上 发 生 
以 外 ,正如 前 几 豚 中 所 述 的 。 还 有 一 种 漫 反射 , 它 在 所 有 方向 
上 都 存在 。 为 什么 是 这 样 呢 ? 

下 面 的 观察 结果 给 这 两 类 散射 的 来 源 提供 一 个 线索 . 设 
参加 实验 的 所 有 中 子 经 过 适当 的 制备 过 程 都 处 于 自 旋 向 上 的 
状态 。 若 我 们 分 析出 射 中 子 的 自 旋 方 向 就 会 发 现 ,有 些 向 上 ， 
而 有 些 向 下 ; 自 旋 仍 然 向 上 的 中 子 仅 散射 在 分 立 的 布拉格 角 
的 方向 上 ， 而 自 旋 变 为 向 下 的 中 子 则 漫 散射 到 所 有 的 方向 
上 . 

为 使 一 个 中 子 从 自 旋 向 上 翻转 至 自 旋 向 下 。 角 动量 守恒 
定律 要 求 散射 核 的 自 旋 从 向 下 转变 至 向 上 。 因 此， 原则 上 我 
们 能 够 测定 散射 了 某 特定 中 子 的 那个 特定 原子 的 核 。 原 则 上 
讲 ;, 我 们 能 在 实验 以 前 记录 下 晶体 中 所 有 散射 核 的 自 旋 状态 . 
于是 ,中 子 被 散射 以 后 ,我 们 再 重新 研究 晶体 ,观察 哪个 核 的 
自 旋 从 向 下 改变 至 向 上 ， 如 果 晶 体 中 没有 任何 核 的 自 旋 经 历 
这 样 一 种 改变 ,那么 中 子 的 自 旋 也 不 会 改变 ,并 且 我 们 也 不 能 
区 别 中 子 实际 被 哪个 核 所 散射 。 在 这 种 情况 下 ， 各 种 选择 相 
互 干涉 ,结果 就 是 布拉格 散射 定律 。 


另 一 方面 ,如 果 发 现 量 体 中 的 某 个 核 改变 了 外 旋 方 向 , 翔 
么 我 们 就 知道 这 个 核 一 定 散 射 了 中 子 ， 不 存在 干涉 选择 。 发 
目 这 个 特定 核 的 球形 波幅 描述 了 散射 中 子 的 运动 ， 而 且 只 有 
发 月 这 个 核 的 波 才 能 作 这 种 描述 ， 因 此 发 现 散 射 到 任何 方向 
上 的 中 子 的 机 会 是 相等 的 . 

在 晶体 中 搜 遍 所 有 的 核 ， 以 便 找到 哪个 核 的 目 旋 态 发 生 
了 改变 的 想法 确实 好 像 是 大 海 捞 针 ， 但 大 自然 并 不 管 实 验 的 
实际 困难 。 重 要 的 事实 是 ， 在 不 对 被 散射 中 子 产生 干扰 的 情 
况 下 来 测定 晶体 中 于 个 核实 际 发 生 了 散射 (这 种 情况 下 , 目 旋 
状态 变 了 ), 这 在 原则 上 是 可 能 的 .这 种 可 能 性 存在 的 意义 是 ， 
节 使 我 们 并 未 实际 进行 这 种 测量 ， 但 我 们 却 能 安排 排斥 选择 
(因而 是 非 相 干 的 选择 )， 

男 一 方面 ,在 中 子 的 自 旋 态 不 改变 的 情况 下 , 则 得 到 各 选 
择 之 间 的 干涉 。 这 一 事实 的 意义 是 ， 要 发 现 晶 体 中 究竟 哪个 
核发 生 了 散射 是 不 可 能 的 ,其 至 在 原则 上 都 是 不 可 能 的 ,至 少 
可 以 说 ,在 散射 前 或 散射 中 不 干扰 实验 条 件 是 不 可 能 实现 的 . 


1-4 几率 概念 的 小 结 


选择 和 测 不 准 原理 ”作为 引言 的 这 一 章 的 且 的 是 阅 述 
几率 幅 的 意义 及 其 在 量子 力学 中 的 重要 性 ， 并 且 讨 论 几 率 幅 
的 运算 规则 ， 至 此 我 们 已 经 毅 明 :存在 一 个 称 为 几率 幅 的 
《物理 ) 量 , 它 与 处 理 自然 界 中 发 生 的 事件 的 各 种 方法 相 联系 
例如 , 从 5 源 (《 图 1-1) 出 发 到 探测 器 x 的 一 个 电子 ， 就 有 通 
过 屏 刀 的 孔 1 而 完成 这 一 过 程 的 一 个 几率 幅 和 通过 和 孔 2 而 完 
成 这 一 过 程 的 另 一 个 几率 幅 。 并且 ， 我 们 能 够 通过 每 种 选择 
的 几率 幅 的 相 加 将 某 个 几率 幅 与 整个 事件 联系 起 来 。 因此 ， 
到 达 * 处 的 总 的 几率 旺 由 方程 (1-2) 给 出 , 却 

中 一 pt 办。 (1-14) 
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接着 ， 我 们 把 总 几率 幅 的 绝对 值 平方 解释 为 代表 事件 将 
要 发 生 的 几率 。 例 如， 电子 到 达 探 测 器 的 几率 为 
P= |$ + $l. (1-15) 

如 果 对 事件 中 涉及 的 粒子 状态 进行 观察 在 得 出 结论 以 
前 ,我们 中 断 了 该 事件 的 进程 ,我 们 就 干扰 了 整个 几率 幅 的 结 
构 。 因 此 ,观察 处 于 某 种 特定 状态 的 粒子 体系 ,就 得 排除 处 在 
其 他 任 一 状态 的 可 能 性 ， 并 且 和 已 据 弃 的 状态 相 联 系 的 几率 
幅 ,在 计算 总 几率 幅 时 不 能 再 被 作为 一 种 选择 而 相 加 。 例 如 ， 
如 果 用 某 种 测量 设备 测定 电子 通过 孔 1 的 几率 ， 则 到 达 探 测 
器 的 几率 正好 是 由 。 而且 我 们 有 没有 实际 观察 到 和 记录 下 测 
量 结果 是 无 关 紧 要 的 ,只 要 测量 设备 处 于 工作 状态 就 行 了 . 显 
然 , 在 任 一 希望 的 时 刻 ,我 们 都 能 观察 这 个 结果 .测量 设备 的 
运行 足以 干扰 这 个 体系 及 其 几率 幅 . 

后 面 这 个 事实 是 海 森 伯 测 不 准 原 理 的 基础 ,该 原理 说 明 ， 
任何 实验 的 精巧 程度 和 任何 测量 的 改进 程度 都 有 一 个 且 然 极 
限 . 

几 率 幅 的 结构 ” 一 事件 的 几率 幅 是 该 事件 可 能 发 生 的 
各 种 选择 的 几率 幅 之 和 ， 这 就 允许 我 们 用 许多 不 同 的 方法 来 
分 析 该 几率 幅 ， 这 些 方法 取决 于 选择 所 属 的 不 同 种 类 . 最 详 
尽 的 分 析 可 以 从 下 面 的 研究 中 得 到 :在 给 定 的 时 间 问 隔 内 ,一 
个 从 4 到 如 的 粒子 可 以 看 作 是 空间 和 时 间 上 的 某 一 运动 或 路 
径 , 因此 , 几率 幅 将 与 每 个 可 能 的 运动 联系 起 来 ,总 几率 幅 就 
是 每 个 路 径 的 贡献 之 和 。 

进一步 研究 两 筷 实 验 可 使 这 个 思想 更 为 清晰 。 设 在 源 和 
孔 之 间 放 一 对 附加 屏 ; 称 为 D 和 五 ,每 一 个 屏 上 都 外 了 一 些 标 
号 为 D,、D,、*…… “和 E,、E;,、"…… 的 筷 (图 1-9). 为 简单 起 见 ， 
设 电子 限制 在 *y 平面 上 运动 ,那么 一 个 电子 可 采取 几 种 不 同 
的 路 径 从 源 运 动 到 屏 召 上 的 孔 。 它 可 以 从 源 到 D;, 至 E,， 然 
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图 1-9 当 在 屏 4 处 的 源 和 最 未 位 置 的 屏 C 之 间 放 置 屏 D 和 

屏 ,并 在 其 上 钻 了 一 些 孔 的 时 候 >, 每 个 电子 能 得 到 几 条 可 选 

择 的 路 径 ， 每 条 路 径 有 一 个 几率 幅 , 所 有 小 和 孔 都 开启 时 的 任 
一 实验 结果 就 是 每 条 可 能 路 径 的 几率 幅 之 和 


后 再 到 孔 1; 或 者 从 源 到 Dj, 至 El,, 最 后 到 达 孔 1 等 等 .每 条 
路 径 都 有 具 身 的 几率 幅 ， 总 的 几率 幅 为 各 个 路 径 的 几率 幅 之 


图 1-10 在 yp 和 yg 处 的 屏 上 钻 更 多 的 孔 。 最终 使 屏 上 布 
满 了 这 样 的 孔 ， 因 此 电子 在 每 个 屏 上 就 得 到 一 个 上 下 位 置 的 
连续 区 间 , 其 中 电子 能 够 通过 屏 上 的 每 一 点 .在 此 情况 下 ， 远 
择 求 和 就 变 成 对 连续 参量 xz 和 xp 的 二 重 积 分 ， 这 些 参 量 
描述 了 电子 通过 yg 和 yp 处 的 屏 上 各 处 的 选择 高 度 
再 设 我 们 综 续 在 屏 D 和 有 屏 E 上 和 钻 孔 ， 直 到 屏 上 不 留 一 点 
余地 ,于 是 一 个 电子 的 路 径 一 定 由 高 度 xp 和 xs 来 表征 ,如 图 
1-10 所 示 ,xp 相应 电子 在 yp 处 通过 实际 已 不 存在 的 屏 忆 ,类 
似 地 xz 相应 ys。 每 对 高 度 相 应 有 一 个 几率 幅 ， 合 加 原理 仍 
可 应 用 ,并 且 我 们 必须 对 所 有 可 能 的 xb 和 xs 值 所 相应 的 几率 
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幅 求 和 (现在 为 积分 ). 

显然 ， 下 一 步 要 作 的 是 在 源 和 和 孔 1 之 间 放 置 越 来 越 多 的 
屏 , 并 且 在 每 个 屏 上 钻 很 多 很 多 的 孔 ,使 之 不 留 余地 。 重 复 上 
述 过 程 ,使 电子 路 径 的 确定 不 断 地 精确 ,直至 最 后 得 到 一 个 很 
清楚 的 概念 , 即 所 谓 路 径 不 过 就 是 高 度 作 为 距离 的 特定 函数 ， 
也 就 是 *(y)。 我 们 仍 可 继续 应 用 登 加 原理 ,直至 对 每 条 路 径 

求 得 在 所 有 几率 幅 路 径 上 的 积分 . 

: 现在 可 以 更 仔细 地 描绘 电子 的 运动 图 象 了 ， 我 们 不 仅 可 
以 想象 特别 的 空间 路 径 x(y), 而 且 还 能 定 出 电子 通过 空间 各 
点 的 具体 时 间 。 就 是 说 ， 若 给 定 了 两 个 函数 x*(z) 和 7()， 
则 一 个 路 径 ( 在 两 维 情况 下 ) 就 定 了 。 于 是 我 们 有 这 样 一 种 思 
想 , 在 某 一 路 径 *( 和 y(z) 上 定义 一 个 几率 幅 ， 所 求 的 总 
几率 幅 就 是 所 有 可 能 路 径 上 的 几率 幅 的 和 或 积分 。 这 种 在 所 
有 的 路 径 上 积分 或 求 和 的 概念 ， 可 用 数学 上 更 为 精确 的 方法 
定义 ,我 们 将 在 第 二 章 中 给 出 . 

第 二 章 也 论述 了 任 一 给 定 路 径 的 几率 幅 公 式 .一旦 给 出 
了 这 个 公式 ,就 可 以 完备 地 论述 非 相对 论 性 量子 力学 定律 ,于 
是 剩 下 的 各 种 问题 就 是 说 明 这 些 定律 在 许多 有 意义 的 特殊 情 
况 下 的 应 用 了 . 


1-5 一 些 进 留 问 题 


我 们 将 会 发 现 ,在 量子 力学 中 ,几率 幅 由 是 一 个 完全 确定 
的 方程 ( 薛 定 刘 方程) 的 解 。 中 在 一 0 时 的 状态 决定 了 它 在 
后 续 时 间 中 的 状态 。14|: 作 为 一 事件 几率 的 解释 是 一 个 非 决 
定性 的 解释 ， 它 意味 着 实验 结果 不 可 能 精确 地 预料 ， 值 得 注 
意 的 是 ,这 样 的 解释 不 会 导致 任何 不 一 致 . 海 森 伯 、 波 尔 、 波 
恩 、 汉 . 纽曼 和 许多 其 他 物理 学 家 在 许多 特殊 情况 的 分 析 都 
充分 证 实 了 它 的 正确 性 ， 尽 管 这 些 分 析 很 多 ， 但 不 出 现 不 一 
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致 性 这 个 事实 却 不 完全 是 浅显 的 ， 正 是 由 于 这 个 原因 ， 对 于 
初学 者 来 说 。 量 子 力学 显得 有 些 神秘 而 困难 .引用 更 多 的 例 
证 ,神秘 性 会 逐步 减 小 、 但 是 ,人 们 总 会 感到 量子 力学 有 点 特 
殊 , 这 种 感觉 永远 不 会 消失 . 

现在 仍 有 几 个 尚 待 解决 的 解释 性 问题 。 在 它们 完全 被 解 
决 以 前 。 要 陈述 它们 是 非常 困难 的 ， 问 题 之 一 是 要 证 明 中 的 
几率 解释 是 这 个 量 的 唯一 的 自治 解释 .我 们 和 我 们 的 测量 仪 
器 都 是 自然 界 的 组 成 部 分 ,因此 原则 上 讲 , 可 以 用 满足 决定 论 
方程 的 几率 幅 函 数 来 描述 。 为 什么 我 们 对 于 一 个 给 定 的 实验 
得 到 蘑 一 肯定 结果 这 事 只 能 预言 其 几率 呢 ? 不 确定 性 由 什么 
产生 的 呢 ? 几乎 毫 无 疑问 ， 这 是 因为 必须 把 单个 原子 的 效应 
放大 到 这 样 一 种 程度 ,使 它们 容易 被 宏观 系统 所 观察 .这 一 点 
的 细节 已 经 只 根据 18 是 几率 的 假定 就 作 过 分 析 了 ,并 且 对 
该 假定 的 自治 性 也 已 作 了 说 明 。 如 果 我 们 能 证 明 不 可 能 作出 
任何 别 的 自治 解释 , 那 将 会 是 一 件 有 意义 的 事 . 

其 他 一 些 有 待 进一步 分 析 的 是 那些 与 认识 有 关 的 理论 问 
题 ， 例 如 ,我们 的 认识 缺乏 时 间 上 的 对 称 性 。 对 于 过 去 的 了 
解 在 性 质 上 不 同 于 对 于 未 来 的 了 解 。 既然 对 过 去 事件 的 确定 
性 显然 能 够 经 常 断定 ， 为 什么 对 将 来 的 事件 我 们 只 能 了 解 其 
几率 呢 9 这 些 问 题 已 被 一 再 详细 分 析 过 了 。 但 在 这 里 ， 我 们 
还 要 多 说 几 句 ,加 以 王 清 。 显 然 , 这 又 涉及 我 们 本 身 和 测量 设 
条 由 于 宏观 尺寸 的 影响 .观察 者 和 被 观察 对 象 〔 在 量子 力学 
中 需要 加 以 分 析 测 量 ) 之 间 的 通常 隔离 实际 上 不 应 该 是 必要 
的 。 至 少 应 进行 更 透彻 的 分 析 。 但 这 又 似乎 需要 有 关 放 大 仪 
器 的 绕 计 力学 的 信息 . 

当然 ,这 些 问题 的 分 析 在 性 质 上 属于 哲学 范畴 ,对 于 物理 
学 的 进一步 发 展 不 是 必需 的 。 我 们 已 知道 由 的 自治 解释 ， 而 
且 几 乎 毫 无 疑问 ， 这 是 唯一 的 自 洽 解释。 现在 的 问题 看 来 是 
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要 对 核 和 费 米 子 有 关 的 现象 找到 支配 由 的 那些 定律 。 中 的 解 
释 是 有 意义 的 。 但 更 重要 的 问题 是 : 为 了 分 析 原 子 核 尺度 内 
发 生 的 现象 ,我 们 的 思想 必须 作 哪 些 新 的 修正 ? 


1-6 本 书 的 目的 


到 目前 为 止 ， 我 们 已 经 给 出 了 量子 力学 定律 必须 采取 的 
形式 , 即 几率 幅 是 存在 的 ,而 且 勾 划 出 一 幅 计算 该 几率 幅 的 可 
能 图 象 。 还 有 一 些 其 他 的 方式 来 陈述 这 一 点 。 有 一 个 更 常用 
的 通 往 量子 力学 的 途径 ， 即 通过 解 一 种 波动 方程 来 计算 几率 
幅 。 对 于 低速 度 的 粒子 ,这 一 方程 叫做 藤 定 谓 方 程 , 一 个 更 为 
精确 的 方程 称 为 狄 拉 克 方 程 。 它 适用 于 速度 任意 接近 光速 的 
电子 .在 此 情况 下 ,几率 幅 是 一 种 超 复数 ,在 本 书 中 ,我 们 将 不 
讨论 狄 拉克 方程 ， 也 不 研究 自 旋 效 应 ， 而 仅 限于 讨论 低速 电 
子 , 还 要 研究 光子 。 即 由 麦克 斯 韦 方程 决定 其 行为 的 粒子 ,以 
求 在 量子 电动 力学 方面 扩展 我 们 的 眼界 ， 

在 本 书 中 -我 们 将 以 多 少 不 同 于 传 绕 的 方法 给 出 计算 非 
相对 论 问 题 的 几率 幅 的 定律 。 在 某 些 方面 ， 特 别 对 深入 理解 
量子 力学 的 概念 ， 这 是 很 可 取 的 ,但 在 其 他 方面 ,如 计算 较为 
简单 的 问题 和 了 解 文献 来 说 ,就 不 利 了 . 

更 传统 的 观点 〈 通 过 巷 定 刘 方 程 ) 在 许多 书 中 已 经 给 出 
了 ， 但 这 里 所 陈述 的 观点 仅仅 以 缩 简 形 式 发 表 在 一 些 文献 和 
杂志 上 2。 本 书 的 主旨 在 于 将 这 类 工作 集中 于 一 册 , 更 清晰 而 
又 详细 地 阑 述 其 内 容 ,以 期 有 益 于 那些 有 兴趣 的 学 生 。 

为 了 将 主题 限定 在 某 些 范围 内 ， 对 量子 力学 我 们 不 作 全 
面 的 论述 .而 且 当 一 个 问题 已 经 在 其 他 书籍 中 得 到 普遍 地 、\ 深 


1)》 R.P. Feymann, The Space-Time Approach tw Non-relativistic Quan: 
tum Mechanics, Rev. Mcd. Phys,, vol, 20, p, 367, 1948, 
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人 地 论述 时 ， 我 们 就 介绍 大 家 去 参考 那些 节 。 由 于 内 容 并 不 
完整 ,本 书 不 能 作为 一 本 完善 的 量子 力学 教科 书 , 而 只 能 作为 
一 本 人 门 节 , 用 来 论述 薛 定 谓 方 程 、 乍 阵 力 学 、 量 子 力 学 应 用 
的 主题 思想 ， 

另 一 方面 ， 我 们 将 不 用 过 多 的 篇 幅 详细 地 讨论 量 于 力学 
的 各 个 方面 ， 也 不 讨论 量子 力学 表述 中 所 用 的 数学 方法 对 其 
他 物理 分 支 的 应 用 . 

当 过 程 明显 地 涉及 更 为 复杂 的 粒子 时 ,如 中 子 、 质 于 、 介 
子 ， 技 到 计算 几率 幅 的 精确 方法 是 将 来 的 问题 。 也 许 当 这 未 
知 的 定律 被 发 现时 ， 我 们 可 能 会 怀疑 自己 是 否 真 找 到 了 计算 
几率 幅 的 方法 。 但 是 ,现在 的 情况 看 来 与 早期 发 现 量子 力学 
时 的 情况 并 不 相似 ， 

在 二 十 年 代 , 许 多 迹象 表明 ,经 典 力学 的 基本 定理 和 概念 
是 错误 的 , 即 有 许多 伴 衣 . 可 以 证 明 , 普 遍 定 律 与 所 六 及 的 力 
的 细节 无 关 。 其 中 有 些 定律 不 成 立 。 例 如 ,在 温度 工时 ,每 个 
自由 度 有 一 份 好 的 能 量 , 一 条 谱 线 表 示 一 个 原子 的 一 个 是 
由 度 ,因此 对 比 热 的 贡献 是 R。 但 是 ,由 于 有 大 量 兴 谱 线 而 预 
期 会 得 到 很 高 比 热 的 情况 并 没有 出 现 . 

今天 ,我 们 已 经 能 从 几率 幅 登 加 原理 推导 出 来 的 任何 普 
遍 定律 (例如 关于 角 动 量 的 特征 ) 似 乎 是 适用 的 。 但 对 细微 的 
相互 作用 过 程 ， 我 们 仍 感到 困惑 .我 们 认为 ， 在 未 来 的 理论 
中 ,几率 幅 还 会 存在 ,但 其 计算 方法 对 于 我 们 也 许 是 陌生 的 ， 
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第 二 章 ”量子 力学 的 运动 规律 


本 章 打算 完成 在 第 一 章 就 开始 了 的 非 相对 论 量 子 力 学 的 
论述 。 前 章 已 经 提 及 ， 每 一 轨道 都 有 一 个 几率 幅 ， 本 章 我 们 
将 要 给 出 每 一 轨道 的 几率 幅 的 形式 。 为 简单 起 见 ， 暂 时 我 们 
仅 限 于 讨论 粒子 作 一 维 运动 的 情况 。 因 此 ， 粒 子 在 任 一 时 刻 
的 位 置 由 坐标 x (作为 + 的 函数 ) 来 给 定 。 这 样 ， 路 径 的 意义 
就 是 遂 数 x*(z). 

如 果 一 个 粒子 在 初始 时 间 从 点 x 出 发 ,在 时 刻 i 到达 
终点 x;。 我 们 就 说 粒子 从 a 到 达 56, 并 且 函 数 x(z) 具有 这 样 
的 性 质 :x(16) 一 xz 和 x《1s) = xs, 因 此 ,在 量子 力学 中 ,我 们 
得 到 一 个 从 点 a 到 点 5 的 几率 幅 , 通 常 称 为 传播 子 (kernel)， 
也 可 以 写成 (5,a)， 它 是 端点 ae、& 间 所 有 轨道 的 贡献 之 
和 。 这 正 与 经 典 力学 的 情况 相反 ,在 经 典 力学 中 , 和 2 之 间 
只 存在 一 个 特定 的 轨道 , 称 为 经 典 轨 道 , 记 作 x(z)， 在 给 出 量 
子 力 学 的 规则 以 前 ,我 们 先 回顾 一 下 经 典 力 学 中 的 情况 . 


2-1 经 典 作用 量 


在 所 有 可 能 的 路 径 中 ， 一 条 特定 的 路 径 由 适当 的 条 件 决 
定 , 最 小 作用 量 原理 是 表示 这 条 件 的 最 精彩 的 方法 之 一 .也 就 
是 说 ,存在 某 一 个 量 S, 对 每 条 路 径 它 都 能 被 计算 , 经 典 轨道 
* 就 是 使 3 为 最 小 值 的 那 条 轨道 。 实 际 上 ,真正 的 条 件 为 , 5 
仅 是 一 个 极 值 。 就 是 说 ,如 果 这 路 径 x(z) 稍 作 改 变 ，5 的 值 
是 一 阶 不 变 的 ， 

量 S 由 表达 式 
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9 一 | LCs, td z (2-1) 

给 出 这 里 工 是 体系 的 拉 氏 了 水 数 。 对 于 质量 为 m、 在 势能 
V(x ,1)《 它 是 坐标 和 时 间 的 函数 ) 中 运动 的 粒子 , 拉 氏 函数 为 
/ L = 一 了 (xz ,1). (2-2) 

极 值 路 径 x*(z) 的 形式 可 用 通常 的 变 分 方法 决定 。 因 此 , 设 路 


径 侦 离 x 一 个 量 35x(#);* 的 两 个 端点 是 固定 的 这 个 条 件 要 
求 


6x(1s) = 6x(1s) = 0. (2-3) 
* 使 5S 是 一 个 极 值 的 条 件 为 ,对 于 一 级 的 5*, 有 
58S = S[x* + 6x] — S[x] = 0. (2-4) 


利用 定义 式 (2-1), 我 们 写 出 
Slx 十 5x] 一 | L(t 8,r + 6r,1)dz 


-| L(G#, Xx,t) 十 6 OL | gx | 
Ox Or 


一 SI[x] 十 MG 2 十 6 * 5 at (2-5) 


分 部 积分 ,5 的 变 分 成 为 
OL 纪 d /OL DLL 
05 一 | 六 8) — Or]. 2-9) 
由 于 8x 在 端点 为 0， 方程 右边 第 一 项 为 0。 在 两 个 端点 之 ， 
间 , 5x 可 取 任 意 值 。 因 此 ,在 极 值 曲线 上 ,总 是 满足 下 面 的 条 
件 : 


er\_ 6L- _ 
全 (和 Ox 0. C277) 
当然 ,这 就 是 经 典 拉 格 朗 日 运动 方程 . 


在 经 典 力学 中 ,有 意义 的 是 作用 量 积分 5 二 JL4qz 的 形式， 
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而 不 只 是 极 值 $4。 这 是 因为 必须 知道 沿 一 组 相 邻近 的 路 径 
的 作用 量 ,才能 决定 最 小 作用 量 的 路 径 ， 

在 量子 力学 中 ， 积 分 的 形式 与 极 值 两 者 都 是 重要 的 。 在 
下 面 的 问题 中 ,我 们 将 计算 各 种 不 同情 况 下 的 极 值 . 

问题 2-1 一 个 自由 粒子 ， 其. = mz**/2。 证 明 自 由 粒子 的 经 典 
运动 所 对 应 的 作用 量 5。 为 
( 2-8) 


问题 2-2 一 个 谐振 于, 其 二 一 (m/2(*? 一 wx), 令 T= 4 一 
a 证 明 其 经 典 作用 量 为 


Soy 一 0 (*: #8) eos (0o7 一 2rux,. (2-9) 
2 sinco : . 


问题 -3 求 出 常 力作 用 下 的 一 个 粒子 的 su， 其 拉 氏 量 为 上 = 
(mx:/2) 一 Fx. 
问题 2-4 按 经 典 力学 ,动量 定义 为 


aoL 


p= (2-10) 
证 明 端 点 的 动量 为 
aL OS 
(二 )_ 一 Be (2-11) 
提示 沽 虑 端点 的 改变 对 方程 (2-6) 的 影响 。 
问题 2-5 ” 按 经 典 力 学 ,能 量 定义 为 
‘二 上 2p. (2-12) 
证 明 端 点 能 量 的 表达 式 为 
. /9L. Os. 
L(xs) 一 让 (F). 一 By 。 (2-13) 


提示 。 由 于 所 有 的 路 径 都 是 经 典 的 , 故 当 一 个 端点 随时 间 改 变 时 ,路 径 
也 会 改变 . 


2-2 量子 力学 的 几率 幅 
现在 可 以 给 出 量子 力学 的 规则 了 .我 们 必须 说 明 ,从 e 到 


2 


的 过 程 中 ,每 个 轨道 对 总 几率 幅 的 贡献 为 多 少 ;不 仅 是 那 条 
特定 的 极 值 路 径 有 贡献 ,而 是 所 有 路 径 都 有 贡献 .它们 对 总 几 
率 幅 贡献 的 大 小 是 相等 的 ， 但 贡献 的 相 角 却 不 相同 ， 给 定 路 
径 对 相 角 的 贡献 就 是 该 路 径 的 作用 量 以 用 量子 作用 量 疡 为 单 
位 而 表示 的 值 。 总 括 起 来 是 ,从 时 刻 的 点 x6o 到 时 刻 4 的 点 
x 的 几率 P (64,a) 是 a 到 6。 的 几率 幅 的 绝对 值 平方 ，P (5,a) 
一 |K(b,a)|"。 这 个 几率 幅 是 每 条 路 径 的 贡献 $B[x(t)] 之 和 : 
K(b,a)—= > 了 >， 四 [xz(o]. (2-14) 
从 # 到 加 的 所 有 路 补 

一 条 路 径 的 贡献 具有 一 个 与 作用 量 5S 成 正比 的 相 角 : 
pIxC#)] 一 conste® st (2-15) 
这 个 作用 量 就 是 相应 的 经 典 系 统 的 作用 量 【见方 程 (2- 


1)]。 为 了 方便 , 我 们 选择 该 式 中 的 常数 来 使 K 归 一 化 ,以 后 


更 为 数学 地 讨论 方程 (2-14) 中 的 对 路 径 求 和 的 含意 时 ,我 们 
还 妥 提 到 它 。 


2-3 经 典 极限 


在 更 加 全 面 地 进行 数学 探讨 以 前 ， 我 们 对 量子 力学 的 规 
则 与 经 典 规则 作 个 比较 。 乍 一 看 来 ,根据 方程 (2-15), 所 有 的 
路 径 都 有 同样 的 贡献 ,虽然 它们 的 相 角 有 改变 。 因此 ,现在 不 
大 清楚 的 问题 是 ,在 经 典 极限 下 , 某 个 特定 的 路 径 是 怎样 变 成 
最 重要 的 路 径 的 。 但 是 经 典 近 似 相 应 于 尺寸 ,质量 .时 间 等 都 
很 大 ,以致 与 庆 一 1.05 X 10 ?erg sec) 相 比 是 巨大 的 ， 
因此 ,所 贡献 的 相 角 8/ 声 是 某 个 很 大 很 大 的 角 。 史 的 实 部 (或 
虚 部 ) 是 这 个 角 的 余弦 (或 正弦 ), 它 为 正 数 或 为 负数 的 可 能 性 
是 相同 的 。 如 果 我 们 按照 图 2-1 所 示 的 那样 ， 将 一 个 路 径 移 
动 一 个 小 量 6x (在 经 典范 围 内 很 小 ), 则 S 的 改变 在 经 典范 围 
内 也 很 小 ,但 若 采 用 微小 的 单位 方 来 量度 , 则 5 的 改变 就 不 小 
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了 。 一般 来 说 ,路 径 的 微小 改变 会 造成 相 角 的 巨大 改变 ,并 且 
正弦 或 余弦 将 在 正 值 和 人 负 值 之 间 和 急速 振 荡 。 因 此 ， 这 样 一 加 
起 来 , 总 的 贡献 为 零 ; 若 一 条 路 径 给 出 一 个 正 的 贡献 ,那么 另 
一 无 限 接近 的 相 邻 路 径 ( 在 经 典 的 范围 内 ) 就 给 出 一 个 等 量 的 
负 和 贡献 ,所 以 不 出 现 净 贡献 . 

所 以 如 果 邻 近 的 路 径 具 有 不 同 的 作用 量 ， 它 们 所 做 的 贡 
献 就 相互 抵 销 ， 实 际 上 不 必 考 虑 这 些 路 径 。 但 是 对 于 5 为 极 
值 的 特殊 路 径 *, 路 径 的 微小 改变 (至少 在 一 级 近似 下 ) 不 会 
使 § 发 生变 化 。 所 以 这 个 区 域内 各 路 径 的 所 有 贡献 几乎 都 是 
同 相 的 〈 即 相 角 均 为 sc)， 不 能 抵 销 ， 因 此 , 只 有 x 附近 的 路 


2-1 经 典 路 径 1 [ 即 5(O] 是 使 某 个 积分 〈 即 作用 量 5》 
为 最 小 值 的 那 条 轨道 . 若 该 路 径 变 化 了 56x(#) 而 成 为 路 径 
2， 则 这 积分 没有 一 级 变化 ， 由 此 决定 了 运动 方程 . 

在 量子 力学 中 ， 从 4 到 号 的 几率 幅 是 每 条 干涉 选择 路 径 
的 几率 幅 之 和 .一 条 给 定 路 径 的 几率 幅 <“/ 志 具有 一 个 与 作 
用 量 成 正比 的 相 角 . 

若 作用 量 与 元 相 比 显得 很 大 , 则 邻近 路 径 如 3 和 4 具有 
稍微 不 同 的 作用 量 .这样 的 路 径 将 (由 于 殊 是 微小 的 ) 有 很 不 
同 的 址 角 , 他 们 的 贡献 会 相互 抵 销 ， 只 有 在 经 典 轨 道 式 幻 附 
近 ， 当 路 径 变化 时 ,作用 县 改变 很 小 ,邻近 的 路 径 如 1 和 2 才 
会 有 相间 相 角 的 贡献 ,因而 干 落 相 长 .这 就 是 为 什么 经 典 物 理 
学 近似 [ 即 只 需 考 虑 #(#)] 在 作用 最 还 大 于 时 是 适用 的 理由 


径 才 有 重要 贡献 。 在 经 典 极 限 下 ， 我 们 只 需 认 为 这 个 特定 轨 
道 是 有 重要 意义 的 。 按 这 样 的 方式 ， 经 典 的 运动 定律 是 从 量 
子 力学 定律 导出 的 . 

我 们 可 能 注意 到 ,只 要 作用 量 仍 在 So 的 邻近 范围 (5) 内 ， 
不 同 于 z 的 那些 轨道 就 有 和 贡献。 经 典 轨 道 就 不 确定 到 这 么 小 
的 范围 内 ， 这 个 规则 可 以 用 来 量度 经 典 地 确定 轨道 的 精度 限 
制 . 

其 次 ,考虑 相位 与 端点 位 置 (mm，2) 的 关系 . 若 端点 稍微 
变动 一 点 , 相位 变化 就 很 大 ,而 K(5,a》 则 迅速 地 变化 ， 如 
果 一 个 函数 , 象 S 那样, 仅 当 其 辐 角 在 经 典 尺度 上 作 明 显 的 
变化 时 , 它 才 有 所 改变 ,我 们 就 称 之 为 “光滑 函数 ”. 我 们 看 到 ， 
K(6 ,a) 远 不 是 光滑 函数 ,但 是 在 上 述 经 典 近似 情况 下 ,我 们 
的 讨论 说 明 它 具有 形式 

K(5 ,a) 一 “光滑 函数 ”- esa, (2-16) 

所 有 这 些 近似 考虑 都 可 应 用 于 经 典 物 理 能 适用 的 尺度 
( 即 > 办 ,但 是 在 一 个 原子 尺度 上 , s 与 坟 可 以 相 比 拟 , 因 
此 ,在 方程 (2-14) 中 ,必须 仔细 地 加 进 所 有 的 轨道 。 没 有 任何 
特定 的 轨道 能 使 其 重要 性 压 个 其 他 轨道 ,当然 ,方程 (2-16) 也 
就 不 一 定 是 个 好 的 近似 了 ， 为 了 研究 这 些 情况 ， 我 们 必须 找 
出 一 种 方法 来 实现 方程 (2-14) 包 含 的 那 种 求 和 。 


2-4 对 路 径 求 和 


与 黎 曼 积分 相似 虽然 每 条 路 径 贡 献 之 和 的 定性 概念 
是 清楚 的 ,但 是 对 这 样 的 求 和 应 给 出 更 精确 的 数学 上 的 定义 。 
路 径 的 数目 是 个 高 阶 无 穷 大 ， 并 且 对 路径 的 间隔 应 给 与 什么 
样 的 量度 也 是 不 明显 的 。 在 这 一 节 中 ， 我 们 的 目的 就 是 给 出 
这 样 一 个 数学 定义 。 对 实际 计算 来 说 ， 这 个 定义 是 相当 麻烦 
的 。 在 以 后 几 章 中 ， 我 们 将 叙述 其 他 更 有 效 的 方法 来 对 所 有 
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路 径 求 和 。 至 于 本 节 ,我 们 希望 数学 上 的 困难 (或 者 相当 不 简 
洁 ) 不 致 影响 读者 对 物理 思想 的 理解 ， 

可 以 先 芳 碟 普 通 的 黎 竖 积分 来 开始 我 们 的 认识 。 大 体 
上 ,我 们 可 以 说 ， 一 个 曲线 下 的 面积 4 是 曲线 所 有 纵 坐 标的 
和 。 更 好 一 些 ,应 当 说 , 它 正 比 于 那个 和 。 但 是 为 了 使 这 观念 
确切 ,我 们 这 样 做 : 取 全 部 纵 坐 标的 一 个 子 集 (例如 相距 为 等 
间隔 的 那些 坐标 ), 将 这 些 纵 坐 标 相 加 ,得 


4~ 2 1xi), (2-17) 
这 里 求 和 在 有 限 点 集 x; 上 进行 ,如 图 2-2 所 示 。 


加 拉客 好 好 1 此 


图 2-2 在 普通 歼 受 积分 的 定义 下 ， 在 横 任 标 与 曲线 之 间 画 
一 系列 纵 线 , 纵 线 间隔 的 跨 距 为 h ,积分 (曲线 与 模 坐 标 之 间 的 
面积 ) 近 似 为 * 颖 以 纵 坐标 之 和 ， 当 有 趋 于 0 时, 该 近似 值 趋 
于 准确 值 . 

对 于 路 径 积 分 亦 能 用 类 似 的 定义 。 在 求 极限 的 过 程 中 ， 
路 径 上 的 分 立 点 之 阅 的 时 间 间 隔 8 趋 于 零 


下 一 步 定义 4 为 这 个 和 的 极限 , 这 时 , 这 些 点 集 (也 就 是 
坐标 子 集 ) 变 得 越 来 越 完全 ,或 者 因为 一 个 有 限 集 决 不 是 无 限 
连续 绕 的 任 一 可 测 部 分 ， 我 们 可 以 更 恰当 地 说 ， 这 子 集成 了 
完全 集 的 更 好 的 代表 、 我 们 可 以 逐步 地 取 撕 越 来 越 小 的 值 ， 
从 而 有 秩序 地 达到 这 个 极限 。 这 样 ， 对 每 个 值 我 们 将 得 到 
一 个 不 同 的 和 。 不 存在 任何 极限 。 为 了 求 出 这 个 过 程 的 极 
限 , 我 们 必须 指定 某 个 取决 于 4 的 归 一 化 因子 。 当 然 ;, 对 于 黎 
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曼 积 分 ,这 个 因子 就 是 4 本身。 现在 有 极限 ,我 们 可 以 写 出 表 
达 式 
4 一 im| 4 3 Hx)|. (2-18) 


构造 和 式 我们 可 以 按照 类 似 的 方法 来 定义 对 全 部 路 

径 求 和 的 概念 。 首 先 ， 选 择 全 部 路 径 的 一 个 子 集 。 为 做 到 这 

一 点 ,我 们 将 时 间 这 上 自 变量 分 成 宽 为 8 的 各 个 区 间 , 于 是 在 值 

ts 和 之 间 得 到 一 系列 间距 为 的 1; 值 ， 在 每 一 时 刻 1;， 选 

定 某 个 特殊 点 x+;。 将 所 有 的 点 用 折线 连接 起 来 ， 就 构造 了 一 

条 路 径 。 对 这 种 方式 构造 的 全 部 路 径 定 义 一 个 求 和 是 可 能 

的 ， 办 法 是 对 1 到 N 一 1 之 间 i 的 所 有 x*; 值 取 多 重 积 分 , 这 
里 ， 

N, = 1, CO— 1,，, Eo= tO— ti, (2-19) 

to 一 1 IN fp Xu Xayg XN = Xo, 


得 出 的 方程 为 
K(b,4) ~ | 。* -|e[zCDO]aram: 2 (2-20 ) 


我 们 并 不 对 x 或 rw 积分 ， 因 为 它们 是 固定 的 端点 x, 和 x 
此 式 在 形式 上 与 方程 (2-17) 相 当 。 在 自前 情况 下 ,使 6 更 小 
就 可 得 到 更 能 代表 a 和 4。 之 间 所 有 可 能 路 径 的 完全 集 的 表达 
式 。 但 是 ,正如 黎 曼 积分 中 的 情况 一 样 ,我们 不 能 求 这 个 过 程 
的 极限 ,因为 这 个 极限 并 不 存在 。 同 前 面 一 样 ,必须 提供 一 个 
依赖 于 e 的 归 一 化 因子 。 

遗憾 的 是 ， 定 义 这 样 一 个 归 一 化 因子 看 来 是 个 很 困难 的 
问题 ， 而 且 我 们 不 知道 在 普遍 情况 下 该 如 何 去 处 理 。 但 是 对 
那些 已 显 出 实际 价值 的 情况 ,我 们 能 够 给 出 其 定义 。 例 如 , 考 
碟 式 (2-2) 给 定 的 拉 氏 函数 的 情况 , 我们 得 出 归 一 化 因子 为 
A4-*N, 这 里 
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。 1/2 
了 一 (: sie (2-21) 
m2 


以 后 我 们 将 会 看 到 (例如 节 4-1) ,这 个 结果 是 怎样 得 到 的 。 有 
了 这 个 因子 ,极限 就 存在 ,可 以 写 出 
.上 (MSstb a] dX: dx2.. dXxNt 
KG 0) = hm) | es 4 4 A ” 
其 中 
SIb,a] 一 | LG, ae (2-23) 


是 通过 点 x*; 的 轨道 上 的 线 积分 ,在 各 点 间 取 直线 段 , 如 图 2-3 
所 示 。 


Ho Ni Nl ef 


x 
2-3 路 径 的 求 和 定义 为 一 个 极限 :首先 路 径 仅 由 给 定 它 的 
人 蔡 标 zx 来 刻 划 ， 其 中 上 是 在 大 量 的 由 微小 间隔 8 所 分 离 的 特 
定 的 时 间 处 的 坐标 ;因此 ,路径 求 和 就 是 所 有 这 些 特别 坐标 上 
的 一 个 积分 。 当 8 趋 于 0 时 , 求 得 极限 ,由 此 得 到 准确 值 


用 更 精致 一 点 的 方法 来 定义 这 个 路 径 是 可 能 的 。 在 i 与 
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i 十 1 之 闻 可 以 不 用 直线 段 ， 而 用 经 典 轨 道 的 相应 证 段 。 因 
此 可 以 说 ，S 是 通过 特定 点 (xi, 1i) 的 全 部 路 径 上 的 拉 格 虹 
日 积分 的 最 小 值 。 有 了 这 个 定义 ， 就 不 必 借 用 任意 直线 段 
了 . 

路 径 积 分 ”定义 和 2 之 间 的 全 部 路 径 的 一 个 子 集 有 
许多 方法 .这 里 所 采用 的 定义 从 数学 上 看 ,也 许 不 是 最 好 的 . 
例如 , 设 拉 氏 函 数 与 的 加 速度 有 关 ， 这 样 构造 的 路 径 , 其 速 
度 在 许多 点 〈* 5) 是 不 连续 的 ， 即 加 速度 在 这 些 点 为 无 限 
大 ,有 可 能 这 种 情况 要 引起 贱 烦 。 但 是 在 少数 这 样 的 例 于 中 ， 
我 们 已 经 有 了 经 验 , 只 要 作 替 换 


#— (rin — 2ri + xis) (2-24) 
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就 已 经 够 了 。 在 其 他 情况 中 ,没有 这 种 替换 可 以 利用 ,或 虽 有 
但 不 够 用 ， 而 且 现 有 的 对 所 有 路 径 求 和 的 定义 使 用 起 来 确实 
太 繁 正 。 这 种 情况 也 出 现在 某 些 普通 积分 中 ， 此 时 黎明 定义 
[如 方程 (2-18)] 就 不 够 用 了 ， 必 须 求 助 于 其 他 一 些 定 义 , 如 
勒 风 格 (Lebesgue) 定义 。 

积分 方法 必须 重新 定义 并 不 会 破坏 积分 的 概念 。 因 此 我 
们 觉得 ,路 径 求 和 的 特殊 定义 [如 方程 (2-22) 给 出 的 ] 中 可 能 
的 困难 最 终 会 要 求 提 出 一 些 新 的 定义 。 虽 然 如 此 ， 所 有 路 径 
上 求 和 的 概念 象 普 通 积分 的 概念 一 样 ,与 特殊 定义 是 无 天 的 . 
即使 这 种 定义 失败 了 ,这 概念 也 是 有 效 的 。 因此 ,我 们 用 一 个 
不 太 严 格 的 记号 将 所 有 路 径 上 的 求 和 写成 


K(b,a) 一 | es 7 (2-25) 
我 们 称 它 为 路 径 积 分 。 这 个 表达 式 的 特定 识别 标记 是 符号 
弥 。 以 后 我 们 很 少 使 用 式 (2-22) 给 出 的 形式 . 
问题 2-6 ”规定 路 径 积 分 的 泛 函 种 类 可 惊人 地 变化 。 到 目前 为 止 ， 
» 35 。 


我 们 已 经 萎 虚 了 一 些 泛 漳 ,如 式 (2-15). 这 里 我 们 要 考虑 男 一 个 完全 
不 同 的 类 型 .后 一 种 类 型 的 泛 函 出 现在 一 维 相对 论 性 的 问题 中 。 设 作 
一 维和 运动 的 粒子 只 能 网 光速 前 后 运动 。 为 了 方便 , 我 们 要 定义 一 套 单 
位 ,使 光速 .粒子 质 量 、 普 朗 克 常数 都 等 于 1. 于 是 在 xt 平面 上 ,粒子 视 
斜率 土生 ”的 各 个 轨道 来 加 穿梭 运动 ;如 图 2-4 所 示 . 这 种 路 径 的 几 康 
幅 可 以 定义 为 : 设 将 时 间 分 成 相等 的 微小 间隔 ,长 度 为 8, -假定 路 径 方 
向 的 倒 向 只 能 发 生 在 这 些 冰 隔 的 边界 ;. 即 在 :一 如 十 2 处 :这 里 于是 
整数 。 对 于 这 个 相对 论 性 的 问题 , 沿 这 路 径 运 动 的 几率 幅 不 同 于 式 (2- 
15) 所 定义 的 几率 幅 . 对 于 县 前 的 情况 ,正确 的 定义 为 

中 一 (168), (2-26) 
R 是 沿路 径 的 倒 问 或 转弯 数 ， 


x 


图 2-4 在 二 维 平面 上 运动 的 相对 论 性 粒 于 的 路 径 是 一 条 “2” 

形 直线 段 。 线段 的 斜率 大 小 不 变 , 仅 在 转弯 时 和 斜率 符号 要 改 

变 。 对 一 条 特别 路 径 , 正如 从 4 到 5 的 传播 子 一 样 , 几 率 幅 取 
决 于 沿 一 条 路 径 的 转弯 数 RR 如 式 (2-26) 和 (2-27) 所 示 


作为 -- 个 问题 , 读者 可 以 使 用 这 个 定义 , 将 一 次 转 网 、 二 


次 转向 等 路 径 的 贡献 全 加 一 起 , 从 而 计算 出 传播 子 久 \2 2)， 
因此 , 定 出 
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K(b,a) 一 > N(R)(ie)®, (2-27) 


N(R) 是 转向 RR 次 的 可 能 路 径 数 。 最 好 是 计算 四 个 不 同 的 
K ,如 几 率 幅 K44(2 ,4) 一 一 从 <a 点 出 发 ,具有 正 的 速度 ,而 且 
以 正 速度 到 达 2 点 ; 几率 幅 Ki-(8,4) 一 一 以 负 速 度 从 a 所 
出 发 ， 而 以 正 速度 到 达 2 点; 以 及 用 类 似 方 式 定义 的 几率 幅 
K-+ 与 K--. 

其 次 , 设 时 间 的 单位 定义 为 /mec*。 如 果 时 间 闻 隔 很 长 
(41 一 总 风 天 /mc )， 并 且 平 均 速 度 较 小 [re 一 妇科 < 一 
1)], 证 明 : 除 因子 exp[(ime /#)(ws 一 44)1] 外 ,合成 的 传播 
子 近似 相同 于 一 个 自由 粒子 的 传播 子 [方程 43-3) 给 出 ]。 这 
里 给 出 的 几率 幅 和 合成 传播 子 的 定义 对 于 作 一 维 运动 的 自由 
粒子 的 相对 论 理论 是 正确 的 。 该 结果 等 价 于 这 种 情况 下 的 狄 
拉克 方程 . 


2-5 ”相继 发 生 的 事件 


两 个 事件 的 规则 在 这 一 节 中 ， 我 们 要 推出 一 个 重要 
定律 ,以 便 构 成 在 时 间 上 相继 发 生 事 件 的 几率 幅 . 设 ic 为 4 与 
ts 之 间 的 某 时 刻 , 则 沿 a 和 &w。 间 任 一 路 径 的 作用 量 可 以 写成 

Sfo,a] = Sb,c] + Sle,a], (2-28) 
这 可 以 从 作用 量 按 其 定义 是 一 个 时 间 上 的 积分 得 出 ， 也 可 以 
由 工 不 含 比 速度 更 高 阶 的 对 时 间 的 导数 这 一 事实 得 出 。 “如 
果 不 是 这 样 , 我 们 就 必须 指明 在 点 的 速度 值 ,其 至 更 高 阶 的 
导数 值 . ) 利 用 定义 传播 子 的 式 (2-25), 可 以 写 出 


K(b,a) 一 es msten gp x Ca) (2-29) 


将 任 一 路 径 分 成 两 部 分 是 可 能 的 。 第 一 部 分 的 端 后 为 
xs。 和 te 一 x(te) 第 二 部 分 的 端 后 为 x 和 x， 如 图 2-5 所 
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东 。 可 以 先 对 从 a 到 < 的 所 有 路 径 积 分 ,再 对 从 < 到 5 的 所 
有 路 径 积 分 , 最 后 , 对 所 有 可 能 的 x, 值 积分 。 在 计算 积分 的 

K(b,a) = | | eMslbKR(e a Dr(r)dr., (2-30) 
式 中 的 积分 不 仅 必须 在 c 和 4 之 间 的 路 径 上 进行 ， 而且 包 括 
对 可 变 端 点 x 的 积分 。 第 二 步 , 对 具有 任意 值 的 某 点 x 与 所 


2 之 间 的 所 有 路 径 进 行 积 分 ， 最 后 剩 下 的 工作 就 是 对 所 有 可 
能 的 Xe 值 作 积 分 . 因此 ， 


K(b,a) = | KCe:e)KCe a)dx.. (2-31) 


图 2-5 ”对 所 有 路径 求 和 的 一 个 办 法 是 , 先 对 时 刻 t。 通过 后 x。 

的 路 径 求 和 ,然后 下 对 xc 求 和 ， 从 a 经 c 到 的 每 条 路 径 的 

几率 幅 是 两 个 因子 的 乘积 : 《1) 从 a 到 < 的 几率 幅 ; (2) 从 

<“ 到 2 的 几率 幅 , 因此 , 这 对 所 有 通过 < 的 路 径 求 和 也 是 有 

效 的 : 从 4 经 cc 到 5 的 总 几率 幅 是 KC(8,c)KCc,a)， 所 以 ， 

对 可 选择 的 量 《x。 的 值 ) 求 和 ， 我 们 就 得 到 从 4 到 5 的 总 几 
率 幅 ， 即 方程 (2-31) 


从 方程 (2-22) 开 始 讨论 也 许 更 清楚 些 。 选 择 一 个 分 立 的 
了 时刻 作为 上， 令 iec= i 和 Xe Xi 首先 对 t < 有 的 Xi 进 
行 所 有 的 积分 ,这 将 在 积分 中 引进 一 个 因子 K(c, 4)。 其 次 ， 


se 38 。 


肯 对 > 的 所 有 辣 积 分 , 这 将 引进 因子 K(5,c)，、 最 后 费 
做 的 工作 是 对 x。 进行 积分 。 这 个 结果 可 写成 式 (2-31). 

这 一 结果 可 以 小 结 如 下 : 从 < 到 的 所 有 可 选择 的 路 径 
能 用 粒子 在 时 刻 i 所 通过 的 位 置 x. 来 标记 。 于 是 , 从 4 运动 
到 2 的 粒子 的 传播 子 可 以 根据 下 列 规则 计算 : 

1. 从 < 到 2 的 传播 子 是 从 s 到 c、 然 后 再 到 2 的 所 有 可 
能 x 的 值 几率 幅 和 |. 

2. 从 a 到 ¢ 下 到 纪 的 几率 幅 就 是 从 a 到 ¢ 的 传播 子 乘 以 
从 < 到 2 的 传播 子 . 

因此 ,我们 得 到 规则 如 下 : 对 于 时 间 上 相继 发 生 的 事件 。 
其 几 妆 幅 相 乘 ， 

推广 到 几 个 事件 这 个 重要 规则 有 许多 应 用 ， 有 一 些 
我 们 将 在 后 面 的 章节 中 深入 讨论 。 这 里 我 们 要 说 明 一 个 应 
用 , 使 我 们 能 用 另外 一 条 途径 来 推导 传播 子 的 方程 (2-22). 

将 所 有 的 路 径 进 行 两 次 分 割 是 完全 可 能 的 一 次 在 i， 
男 一 次 在 !s。 一 个 粒子 从 4 运动 到 上 的 传播 子 可 以 写 为 


K(b,a) 一 | | 及 (DeRECe ERKCa eax ez， 


(2-32) 

这 就 是 说 ,一 个 从 a 到 的 粒子 可 看 成 它 先 从 4 运动 到 4, 再 

从 4 到 <, 最 后 从 ¢ 到 达 5. 通 过 这 样 一 条 有 路径 的 几率 幅 是 该 

路 径 上 各 部 分 传播 子 的 乘积 。 在 所 有 可 能 的 值 x 和 xs 上 ,对 
这 个 乘积 积分 就 得 到 从 a 到 5 的 所 有 这 种 路 径 的 传播 子 ， 

继续 进行 这 个 过 程 ,直到 将 时 间 分 成 NN 个 间隔 ,其 结果 为 

K(b,4) 一 | | | KON 一 TDJKCN 一 1,N 一 2)…- 

KG 二 1 D 门 .KCl cydridx .dxw (2-33] 

这 就 是 说 ,我 们 可 以 用 不 同 于 式 (2-22) 给 出 的 方法 来 定义 传 
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播 子 ， 在 这 个 新 的 定义 中 ， 一 个 粒子 在 无 限 小 的 时 间 间 中 8 
的 两 点 周 运动 的 传播 为 


，， 一 和， ,x 
K(s 十 1 ， 1 一 1 | 至 L(Y vi Xi+l j 
) 了 Pp 下 9 2 9 


{i+1 十 fi 一 
全 |， (3 
它 正确 到 s 的 一 阶 近 似 ， 因 此， 根据 时 间 上 相继 发 生 事件 的 
几率 幅 乘 法 规则 ， 对 一 个 完整 路 公 的 几率 幅 ， 我 们 有 


N-1 


pb [2x00)] 一 lim lx 十 1 ,i), (2-35) 


然后 利用 可 选择 的 路 径 的 几率 幅 的 相 加 规则 ,我 们 可 得 到 
K(b ,a) 的 一 个 定义 , 可 以 看 出 ,这 样 得 出 的 结果 实际 上 与 式 
(2-22 ) 一 样 。 


2-6 一 些 说 明 


在 电子 的 相对 论 性 理论 中 ,我们 发 现 不 可 能 将 一 条 路 径 
的 几率 幅 表 示 为 e*“ ， 也 不 存在 任何 别 的 简单 方法 。 但 是 ， 
几率 幅 合 成 定律 仍然 成 立 ( 要 作 一 些小 的 修正 )。 轨 道 的 几率 
幅 概 念 仍然 存在 。 事 实 上 ， 它 仍 由 式 (2-35) 给 出 ， 唯 一 的 区 
别 是 ,相对 论 性 理论 中 的 K (i 十 1,i) 不 象 式 (2-34) 那么 容 
易 表示 ,其 所 以 复杂 是 因为 必须 芳 虚 自 旋 和 正人 负电 子 对 产生 
的 可 能 性 . 

在 变量 数目 较 多 的 非 相对 论 系统 中 ， 甚至 在 电磁 上 场 的 量 
子 理论 里 ,几率 幅 合成 定律 不 但 仍然 成 立 ,而 且 几 率 幅 本 身 还 
遵循 本 章 所 讨论 的 那些 规则 。 也 就 是 ， 一 个 变量 的 每 种 运动 
都 有 一 个 几率 幅 , 其 相 角 是 与 之 相 联 系 的 作用 量 的 1/# 信 。 

这 些 更 为 复杂 的 问题 将 在 以 后 几 章 中 处 理 。 
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第 三 章 ”用 一 些 特例 阐述 概念 


在 这 一 章 中 ， 我 们 将 阐述 支配 某 些 特殊 运动 类 型 的 传播 
于 .。 为 了 阐述 关于 量子 力学 定律 支配 下 运动 的 某 些 物理 直 
觉 ,我们 将 探索 数学 结果 的 物理 意义 .将 引 人 波 函数 ,并 描述 
它 与 传播 子 的 关系 。 这 是 将 我 们 研究 量子 力学 的 方法 与 传统 
方法 连 系 起 来 的 第 一 步 . 

为 了 计算 全 部 路 径 的 和 ， 我 们 还 将 引入 某 些 特殊 的 数学 
方法 .全 部 路 径 求 和 的 概念 在 第 二 章 中 已 用 一 个 特定 的 计算 
方法 描述 过 .虽然 那 种 方法 可 以 阐明 这 个 概念 ， 但 它 却 是 一 
个 使 用 不 便 的 研究 工具 。 本 章 将 引 人 一 个 较 简单 的 方法 ， 它 
在 以 后 的 工作 中 将 会 很 有 用 . 

这 样 ， 本 章 有 三 个 目的 ， 加 深 我 们 对 量子 力学 原理 的 理 
解 ,建立 我 们 的 方法 与 男 一 些 方法 之 闻 的 联系 ,引信 某 些 有 用 
的 数学 方法 . 


3-1 自由 粒子 


路 径 积 分 。 现在 用 第 二 章 中 描述 的 对 全 部 路 径 求 和 的 
方法 来 计算 自由 粒子 的 传播 子 ， 自 由 粒子 的 拉 氏 费 数 是 


Pe 


L—m-. (3-1) 
于 是 ,借助 于 式 (2-21) 一 (2-23), 自 由 粒子 的 传播 子 为 
K(b,a) 一 tim 1， 2 (Cr 一 | .. 
dx Ni (2 ) | (3-2) 


se 41 。 


一 一 


这 是 一 组 高 斯 型 积分 , 即 型 如 

|Eexp(—ax) 1dx 或 [expC—ar’ + bx)]dx 
的 积分 。 因 高 斯 型 水 数 积 分 后 仍旧 是 高 斯 型 闷 数 。 所 以 可 对 
一 个 个 变量 逐步 进行 积分 。 积 分 完成 后 ,可 取 极 限 。 结 采 是 


K(b,a) 一 Bs A] erp i 一 (3-3) 
72 2i( zs 1,) . 


其 计算 过 程 如 下 。 首 先 注 意 到 
| (2 exp 1 -- [(x: — x) 十 (zi 一 za | dx 


—% 72 2 1 万 5 
-0 
然后 我 们 将 这 个 结果 乘 以 
(2 ) em |; (x; 一 | ， (3-5) 


再 对 2 积分 . 结果 与 式 《3-4 六 相似 ,只 不 过 (x2 一 Xo)》 变 成 
了 (zs 一 xo》， 并 且 两 处 的 2 s 都 换 成 3s。 这 样 ， 我 们 得 到 


2 zi 站， 3 | m "| 
一 -一 一 一 一 -一 一 《2 一 xo/ |。 
mm 本 2 3” 9 


用 这 种 方式 可 以 建立 一 个 递 推 过 程 ,> 一 1 步 之 后 ,得 
2 rijne\ -全 m 2 
人 ola 
因为 ze 一 1s 一 16， 容易 看 出 ，N 一 1 步 之 后 ,结果 与 式 (3- 
3) 完 全 相同 ， 

还 有 另 一 个 办 法 .。 式 (3-4) 可 以 用 来 对 那些 i 是 奇数 的 
变量 x; 积分 (假定 NN 是 偶数 )。 结果 仍 是 像 式 (3-2) 那 样 的 表 
达 式 。 只 不 过 积分 变量 只 有 一 半 了 。 剩 下 的 变量 定义 在 时 间 
时 隔 为 28 的 点 上 。 因 此 ,至 少 在 六 是 2 的 情况 下 ,这 样 作 尺 
步 之 后 , 便 得 到 了 式 (3-3) 的 结果 ， 
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问题 3-1 一 粒子 由 “点 到 达 4 点 的 几率 按 定义 应 正比 于 传播 子 
K(2,“) 的 绝对 值 的 平方 。 对 于 自由 粒子 传播 子 式 (3-3)， 这 就 是 


PC2)ax 一 p70 (3-6) 


显然 * 这 是 相对 几率 ,因为 对 * 全 部 区 域 的 积分 发 散 。 这 种 特别 的 
归 一 化 意味 着 什么 ? 证 明 ， 这 相应 于 粒子 在 4 点 开始 运动 时 的 动量 为 
任何 值 的 可 能 性 一 样 大 的 经 典 图 象 。 证 明 粒 子 动量 在 dp 区间 相 应 的 
相对 几率 是 dp/2x#. 


动量 和 能 量 现在 研究 自由 粒子 传播 子 的 某 些 含义 ， 
为 了 方便 , 令 < 表示 时 间 和 空间 的 原点 ,到 达 男 -一 点 b= (x, 7) 
的 几率 幅 是 
2rifs NE imx’ 
K(x,!; 0,0) = Gn exp Zh (3-7) 
如 果 时 间 固 定 ,几率 幅 随 距离 而 变化 , 如 图 3-1 所 示 , 其 中 只 
画 出 了 式 《3-7) 的 实 部 . 


FI 


3-1 粒子 从 原点 出 发 , 经 过 tt 时间 后 到 达 不 同 距 离 * 的 

波幅 的 实 部 ， 虚 部 (未 画 出 来 ) 是 位 相差 90" 的 类 似 波 , 因此 ， 

波幅 的 绝对 值 的 平方 是 常数 ， 即 在 x 大 处 , 波长 短 ， 就 是 说 。 

仅 当 经 典 粒子 以 高 速 运动 , 它 才 能 到 达 大 的 地 方 . 一 般 地 ， 
波长 与 经 典 动 量 成 反比 [ 式 (3-10)] 


我 们 看 到 , 离 原点 越 远 , 振荡 变 得 越 快 。 如果 x 很 大 ,以 
致 发 生 了 许多 次 振荡 , 则 相继 节点 之 间 的 距离 几乎 是 常数 ,至 
少 接 下 去 的 几 个 振荡 是 这 样 。 也 就 是 说 ， 几 率 幅 的 性 质 很 像 
一 个 波长 缓慢 变化 的 正弦 波 。 求 出 这 个 波 的 波长 + 是 有 意义 
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的 ， zx 改变 一 个 波长 +, 必然 使 几率 幅 位 相 增 加 2 x。 即 


2x = mx 十 1) mem my 


2 81 2 (3-8) 
相对 于 zx, 可 以 忽略 量 入 ( 即 假设 x 六 4)， 我 们 发 现 ， 
2 
一 一 -| 3-9 
my (3-9) 


根据 经 典 观 点 ， 一 个 粒子 在 时 间 间 隔 + 内 由 原点 运动 到 
x， 其 速度 为 +/:, 而 动量 为 mx/:， 根据 量子 力学 的 观点 , 指 
定 粒子 的 经 典 动量 为 p 二 mx/: 就 能 充分 描述 运动 ,这 时 , 几 
率 幅 以 疲 长 
1 =- h/t (3-10) 
在 空间 中 变化 ， 

我 们 可 以 更 一 般 地 证 明 这 个 关系 。 假定 有 某 种 大 型 仪 
器 ,诸如 磁 分 析 仪 , 它 能 把 给 定 动 量 ? 的 粒子 引 到 给 定 操 。 我 
们 将 证 明 ， 每 当 仪 器 大 到 足以 使 经 典 物 理 提 供 一 个 好 的 近似 
时 ， 到 达 规 定点 和 的 粒子 几率 幅 便 在 空间 迅速 变化 ， 其 波长 为 
h/p. 因 为 我 们 已 经 看 到 ,在 这 种 情况 ,传播 子 近 似 为 


K ~ exp | 三 Su(b,a) | (3-11) 


终点 位 置 zs 的 改变 引起 经 典 作用 量 的 变化 . 如 果 此 作用 
量 比方 大 得 多 ( 半 经 典 近似 ), 则 传播 子 将 随 着 x。 的 改变 而 非 
常 迅速 地 振荡 ， 端 点 每 单位 位 移 的 位 相 改 变量 是 
《一 oa, 
hi Ox, 
但 是 ， OBS/ Ox, 是 粒子 到 达 点 Xp 时 的 经 典 动 量 ( 参 看 问题 2 一 
4)。 这样, p 一 就 。 量 &( 波 的 单位 距离 位 相 的 改变 ) 称 为 波 
数 ,并 且 它 是 非常 便于 使 用 的 。 因 为 波长 是 位 相 改 变 了 2r 的 
距离 ,所 以 《一 2x/4， 式 (3-12) 是 德 布 罗 意 (de Broglie) 公 
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(3-12) 


式 , 它 把 动量 与 波 数 联系 起 来 了 ，? 一 就. 

下 面 ,我 们 研究 式 (3-7) 给 出 的 自由 粒子 传播 子 随时 间 的 
变化 关系 。 假 定 我 们 固定 距离 而 变化 时 间 ， 传 播 子 的 实 部 变 
化 如 图 3-2 所 示 。 频率 和 几率 幅 都 随 改变 ， 


WO 


图 3-2 在 给 定点 发 现 粒子 的 几率 幅 随时 间 的 变化 。 这 里 只 
画 出 了 实 部 . 振荡 频率 正比 于 经 典 粒 子 在 时 间 间 隔 上 到 达 给 
定点 所 必须 具有 的 能 量 


假设 上 很 大 ， 并 且 先 不 考虑 几率 幅 随 着 上 的 变化 。 振荡 
周期 了 定义 为 位 相 增加 2 所 需要 的 时 间 . 这 样 ， 


= 一 2 一 -2 ) (3-13) 
2 2#i(C 二 TT) 22 \1+ Te/ 


引入 角 频 率 wo 一 2x/T， 并 假设 :六 了 ， 则 此 式 可 写 为 


o= 中 (二 ) (3-14) 
因为 m(x/1)/2 是 自由 粒子 的 经 典 能 量 , 此 式 意 味 着 : 
能 量 一 fw. (3-15) 


像 动量 与 波长 之 闻 的 关系 一 样 ， 对 于 住 何 可 由 经 典 物理 
充分 描述 的 仪器 , 式 (3-15) 成 立 ; 并 且 像 前 一 关系 一 样 , 它 也 


rr 


可 以 由 更 一 般 的 论述 得 到 . 
参看 式 (3-11), 端 点 时 间 si 的 任何 变化 都 会 引起 传播 子 
的 迅速 振荡 。 得 到 的 频率 是 
1 63. 


量 865./6: 的 经 典 解释 是 能 量 E (参看 问题 2-5)。 于 是 
w = 上 £. (3-17) 


n 


这 样 ， 用 下 述 规 则 便 把 动量 和 能 量 的 概念 推广 到 量子 力 
学 中 了 : 

1. 如 果 几 率 幅 正比 于 exp (Kxz), 则 说 粒子 的 动量 为 认 . 

2. 如 果 几 率 幅 有 确定 的 频率 ,随时 间 变 化 正比 于 
exp( 一 ;cot)， 则 说 其 能 量 是 ow， 

刚才 我 们 已 经 证 明 , 在 经 典 极 限 , 这 个 规则 与 能 量 和 动量 
的 定义 一 致 . : | 

问题 3-2 ”用 代入 法 证 明 , 只 要 1 大 于 i。, 自由 粒子 传播 子 K(56,a) 
满足 微分 方程 


OK(b,a) 和 OK(b,a) 
i Ois 2 Dr 


。 (3-18) 


3-2 ”通过 狭 继 的 衍射 


假想 的 实验 。 ”我们 可 以 用 另 一 个 更 为 复杂 的 例子 进 一 
步 来 研究 量子 力学 的 物理 解释 以 及 它 与 经 典 力学 的 关系 。 候 
设 一 个 粒子 在 :一 0 时 离开 原点 ,间隔 时 间 工 之 后 ,我 们 在 一 
定点 ww 处 发 现 了 它 。 按 经 典 观点 , 我 们 应 该 说 , 此 粒子 具有 
速度 mw 一 xo/T. 这 意味 着 如果 粒子 自由 地 继续 前 进 一 段 
时 间 r, 则 它 应 该 又 移动 一 段 距 离 wr。 为 了 用 量子 力学 观点 
分 析 这 点 :我们 试图 解决 下 面 的 问题 : 
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一 一 


在 1 一 0, 粒子 从 原点 * 一 0 出 发 。 在 一 段 时 间 了 以 后 ， 
假定 知道 粒子 在 xo 一 上 至 xm 十 5 之 间 ， 我 们 间 ， 又 一 段 时 
闻 r 之 后 ,发现 粒子 从 x。 移 到 x 处 的 几率 是 多 少 ? 可 以 认 
为 ， 在 :十 rz 时 ， 粒 子 到 达 位 置 * 的 净 几率 幅 是 由 原点 到 终 
点 的 各 轨道 贡献 之 和 ,只 要 那些 轨道 在 工时 刻 位 于 m 一 5 至 
xo 十 5 之 间 . 

我 们 过 一 会 儿 再 来 计算 这 个 问题 ， 现 在 需要 先 议论 一 下 
这 儿 考 虑 的 实验 是 哪 种 类 型 的 实验 。 我 们 如 何 能 够 知道 粒子 
在 xo 一 DD 和 和 xo 十 2 之 间 通 过 ? 一 个 办 法 是 在 时 刻 了 对 粒 
子 作 一 次 观察 ,看 它 是 否 在 m 士 2 之 间 通 过 。 这 或 许 是 一 种 
最 自然 的 方式 ,但 是 ,由 于 粒子 与 观察 仪器 之 间 的 复杂 相互 作 
用 ,这 种 方法 往往 难于 详细 分 析 , 而 有 一 个 另外 的 实验 方法 则 
较为 容易 分 析 . 

我 们 假设 ,比如 说 用 非常 强 的 光 , 在 时 刻 工 观察 x 轴 上 除 
了 xz 士 5 区 间 之 外 的 每 一 处 。 如 果 我 们 发 现 了 粒子 ,我 们 便 
停止 实验 。 我 们 只 考虑 那些 情况 ， 其 中 除 鞋 6 区域 之 外 的 其 
余 区 域 经 过 彻底 考察 ， 证 明 没有 粒子 。 即 排斥 了 所 有 那些 通 
过 距 x 为 士 的 界限 之 外 的 轨道 。 实 验 情况 如 图 3-3 所 示 . 
于 是 几率 幅 可 以 写 为 

p(x) 一 | KGx 十 xs 7 十 Tixo 十 》T)EK(x 十 7 7 

0,0)ay. (3-19) 


此 式 是 按照 相继 事件 几率 幅 的 组 合 规则 写 出 的 。 第 一 个 
事件 是 粒子 从 原 反 跑 到 狭 锋 。 第 二 个 事件 是 粒子 由 狭 颖 前 进 
到 x 点 .狂笑 有 一 定 的 宽度 ,而 经 过 狭 颖 的 每 个 元 间隔 的 通道 
都 是 沿 完整 路 径 行 进 的 一 种 可 能 方式 . 这样， 我 们 必须 对 锋 
颖 的 宽度 积分 ， 所 有 不 通过 狭 颖 的 粒子 都 被 俘获 而 从 实验 中 
清除 ; 这 种 粒子 的 几率 幅 是 不 予 考 虑 的 ， 所 有 通过 狭 颖 的 粒 
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图 3-3 一 个 在 :一 0 时 刻 从 * 一 0 出 发 的 粒子 ， 限 定 于 一 了 
时 刻 通过 x 一 5 到 x 十 5 之 间 . 我 们 希望 计算 出 Y 秒 之 后 ( 即 在 
1 二 耳 十 tT 时 ) 在 基点 * 发 现 这 个 粒子 的 几率 ,按照 经 典 定律 ,粒子 必 
将 在 xoCT/T) 寺 65651 十 T/T) 和 xolT/T) 一 51 + T/T) 之 间 ， 即 
在 原来 狭 链 的 直线 的 延长 线 之 间 . 然而 ,县 子 力学 定律 表明 ,这 样 的 科 
子 出 现在 这 种 经 典 界限 之 外 的 几率 不 为 零 ， 

我 们 不 可 能 仅仅 应 用 自由 粒子 运动 定律 来 研究 这 个 问题 ， 因 为 实 
际 上 粒子 受 狭 镍 约束. 因此 , 我 们 把 这 个 问题 分 成 两 个 相继 的 自由 粒 
于 运动 . 第 一 个 是 粒子 在 1 二 0 时 从 x 三 0 出 发 而 在 上 一 了 时 到 达 
rz 一 xo 十 y 点 其 中 jy| 委 2 第 二 个 是 粒子 由 上 一 工 时 的 xo 十 y 
点 到 :一 了 十 z 时 的 x 点 ， 总 几率 幅 是 这 样 两 种 向 由 粒子 传播 子 乘 
积 的 积分 ,如 式 (3-19) 所 示 


子 像 自 由 粒子 一 样 运动 ,其 传播 子 由 式 (3-3) 给 出 。 于 是 , 几 
率 幅 是 


4 一 | ew [ese] 


?12 28 
2 ES + } 
(< | 3-20 
( mm on 2 太太 ) 


这 个 积分 可 以 用 非 涅 耳 积分 表示 。 这 样 的 表述 包含 了 我 
们 所 探求 的 物理 结果 ， 但 是 由 于 非 涅 耳 积 分 形式 的 数学 复杂 
性 ,物理 结果 很 难看 出 。 为 了 不 让 数学 复杂 性 扰乱 物理 结果 ， 
我 们 将 建立 另 一 个 不 同 的 ,但 类 似 的 表达 式 , 它 会 导致 较 简单 
的 数学 形式 . / 
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高 斯 型 狼 颖 我 们 引 人 和 人 函数 G(y) 作为 被 积 函 数 的 一 
个 因子 ， 如 果 这 个 函数 定义 为 。 在 ?一 一 上 和 > 一 4 之 间 
等 于 1, 而 在 其 他 地 方 等 于 零 , 则 积分 限 可 以 扩展 到 无 限 而 对 
结果 不 会 有 任何 影响 。 于 是 ， 

p(x) 一 | ES (emp 全 | 芋 二 人 2 


-~IxijV TT 2 z 
十 《和 十 了 2 |} dy, (3-21) 
式 中 
i 当 —b < » < bs 
co -1 2 
如 果 不 是 这 样 , 而 定义 GCy) 为 一 个 高 斯 型 消 数 , 则 
G(y) = exp( 一 六 /22 )， (3-22) 


这 个 函数 的 形状 如 图 3-4 所 示 。 这 个 曲线 的 等 效 宽度 与 参数 


'. 


图 3-4 高 斯 型 函数 GCy) = 一” 人 的 形状 ， 这 个 曲线 的 
形状 与 具有 标准 偏离 5 的 正则 分 布 的 形状 相同 
5 有 关 。 对 于 这 个 特定 函数 ， 曲 线 之 下 的 面积 大 约 有 三 分 之 
二 位 于 一 和 十 之 间 . 
我 们 不 知道 如 何 为 我 们 的 假想 实验 设计 金属 零件 ， 使 之 
产生 这 种 高 斯 型 狂笑 ， 然 而 ， 概 念 上 没有 困难 .现在 的 情况 
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是 ， 粒子 在 时 刻 工 以 正比 于 函数 G(y) 的 租 对 几率 幅 沿 x 轴 
分 布 (相对 几率 正比 于 [Gly) 了 ). 若 粒子 按 经 典 规律 运动 , 则 
我 们 可 以 期 望 ,在 间隔 时 间 r 之 后 会 发 现 ,它们 类 似 地 以 z 之 
后 距离 x 为 新 中 心 沿 x 轴 分 布 , *x, 和 变 宽 了 的 宽度 参数 b, 由 


下 式 给 出 : 
x， 一 (Bajr， 一 6 4 十 三 )， (3-23) 
如 图 3-5 所 示 。 


图 3-5 ”粒子 通过 高 斯 型 狭 颖 运动 的 路 径 . 如 果 粒 于 服从 经 典 

运动 定律 5 则 粒 于 在 工 十 时 刻 的 分 布 会 与 其 在 工时 刻 的 分 

布 具有 同样 形状 。 其 差别 只 是 前 者 的 展 宽 与 飞行 时 间 成 正 

比 . 分 布 的 特征 宽度 会 从 22 增加 到 2 5&1 一 2641 十 T/T). 
而 根据 量子 力学 运动 规律 ;实际 的 展 宽 比 它 要 大 


用 这 种 高 斯 型 锋 颖 ,几率 幅 的 表达 式 是 
$0 | 去 te 3 GF - 7) 
一 (到 a) ”Tt 党 


十 2 一 5) ?je (3-24) 


这 个 积分 的 形式 为 
| Lexp (ox 十 Br)]dxr = ER 一 他 
一 co 一 4 


当 Re(Cac) 委 10， (3-25 ) 
人 于 是 ,几率 幅 变 为 


一 一 一 。 一 去 
p(x) 一 ”|Tr (过 一 十 一 十 二 | 
27x1 T b'm 
i177 x 
. 十 允 ] 
Dn | 各 2 放 名 (三 7 


im/B) {Cx/T) + (xof TT | 
CT + (1/T) + (Bi/b’m)] 
(3-26) 
由 原点 到 狭 颖 中 心 的 经 典 速度 为 wm 一 xo/ T。 妆 我 们 用 
um fa " 儿 率 帆 的 表达 式 .就 变 成 


a 


et (CCx — vor 
7 1 |: (3-27) 
我 们 首先 考 巾 粒子 到 达 x 轴 各 个 点 的 相对 几率 ， 这 个 岂 
来 正比 于 几率 幅 绝 对 值 的 平方 ， 幅 角 为 感 数 的 指数 函数 的 绝 
对 值 等 于 1， 于 是 ,通过 有 理化 式 (3-27) 中 的 第 二 个 因子 和 
一 指数 的 分 母 ,我 们 得 


t= 0 [v0r) |] gr _ 
P(x)a re p | CR | (3-28) 
其 中 我 们 已 经 用 了 替换 
z 2 2 T Th  ，， TA 
(Ax)’=6 @ 十 三 ) + pr — 0 + . 


二 一 
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(3-29 ) 

正如 我 们 所 期 望 的 ， 几 率 分 布 呈现 出 以 式 (3-23) 的 所 
xi 一 zz 为 中 心 的 高 斯 型 曲线 。 然而 ， 分 布 的 延展 Ax 大 于 
所 预期 的 式 (3-23) 的 5.， 这 点 可 用 下 述 方式 解释 , 假设 a 和 
2 是 两 个 独立 的 无 规 变量 ， 它 们 与 其 平均 值 的 方 均 根 偏差 分 
别 是 w 和 a;， 那 末 , 若 a; 一 十 41?， 则 a 与 其 平均 值 的 方 
均 根 偏差 是 o 一 (ei 十 吕 )*， 现 在, 特定 分 布 的 方 均 根 偏差 
是 分 布 延展 或 分 布 宽度 的 量度 。 事实 上 ， 对 于 高 斯 型 分 布 
exp( 一 x/25 )， 方 均 根 是 2. 

于 是 ,在 目前 情况 下 我 们 发 现 ,量子 力学 系统 表现 为 似乎 
它 还 有 一 个 额外 的 无 规 变量 x,, 这 个 x 的 方 均 根 偏差 是 
一 .好 

mb 
有 物理 意义 的 正 是 这 个 额外 偏差 Ax, (或 展 宽 )， 而 不 是 那个 
表面 上 看 来 是 额外 的 变量 x,。 由 于 其 中 包含 了 常数 到, 很 请 
楚 , 从 性 质 上 讲 , 这 一 项 是 量子 力学 的 , 这 项 对 于 质量 小 的 粒 
子 和 效 颖 很 罕 的 情况 都 是 重要 的 . 

这 样 ,量子 力学 告诉 我 们 , 小 粒子 通过 狂 锋 后 , 其 位 置 不 
确定 。 这 个 不 确定 量 Ax, 正比 于 从 所 通过 的 狭 儿 到 下 一 个 观 
察 点 的 时 间 闻 隔 +。 如 时 我 们 引入 经 典 速 度 概念 , 则 可 以 说 ， 
通过 效 颖 会 引起 速度 不 确定 ,其 大 小 为 

广 
09 一 (3-31) 
我 们 可 以 取 疾 颖 宽度 参数 25 为 粒子 通过 这 个 狭 锋 时 位 置 不 
确定 性 的 度量 。 若 把 这 个 不 确定 记 为 5+, 并 把 乘积 mv 记 作 
2， 则 式 (3-31) 变 为 


Axi (3-30 ) 


pp6x 一 2#. (3-32) 
我 们 又 一 次 得 到 了 测 不 准 原 理 的 一 种 陈述 。 它 说 明 ， 尽 
» 52。 


管 经 典 上 讲 , 可 以 知道 速度 ,然而 它 却 对 将 来 的 位 置 带 来 新 增 
加 的 不 确定 性 ,似乎 通过 宽度 为 gx 的 狭 颖 时 会 引起 一 个 无 规 
动量 . 若 用 经 典 概 念 定 性 地 描述 量子 力学 的 结果 , 则 可 以 说 ， 
孝道 了 位 置 ,就 会 引起 动量 不 确定 ， 

式 (3-28) 中 出 现在 指数 前 面 的 因子 的 情况 又 如 何 呢 ? 如 
果 我 们 将 这 个 表达 式 对 从 一 co 到 十 co 的 x 的 整个 区 域 积 分 ， 
结果 为 


P (任何 *) 一 了 bY = (3-33) 


这 必然 是 粒子 通过 狭 锋 的 几率 ， 因 为 这 正 是 并 且 只 是 对 那些 
通过 狭 颖 的 粒子 积分 。 不 过 我 们 还 有 另 一 种 方法 可 以 得 到 这 
个 结果 。 假 设 我 们 取 传 播 子 K(x。 十 y,T; 0,0) 的 模 方 ， 这 
个 传播 子 包 括 了 式 (3-20) 中 积分 的 后 一 半 。 这 栓 是 粒子 到 达 
这 个 狭 颖 的 点 xo 十 》 的 单位 距离 上 的 几率 。 它 是 
P(xo 十 7) 一 7 dy. (3-34) 

这 个 几率 与 狭 颖 上 的 位 置 无 关 ， 于 是 ， 若 我 们 将 其 乘 以 
狭 多 的 宽度 , 便 得 到 粒子 到 达 狭 颖 的 总 几率 。 这 意味 着 ,高 斯 
型 狂笑 的 等 效 宽度 是 V x 5. 若 我 们 使 用 原来 的 锐 边锋 颖 , 则 
会 发 现 , 等 效 宽度 是 25. 

问题 3-3 将 式 (3-20) 中 的 几率 幅 平 方 ,再 对 x 积分 ,证 明 :， 通过 
原 狭 锋 的 几率 是 


m 
2x7 志 T 


P (通过 )= 22。 (3-35) 
此 问题 中 会 出 现 积分 


| exp(iax )dx。 (3~-36) 
eo . 


这 是 a 的 狄 拉克 5 函数 的 积分 表示 '. 
这 样 , 量 子 力学 结果 与 下 述 概 念 一 致 , 即 粒 子 通 过 一 个 狭 
颖 的 几率 等 于 粒子 到 达 这 个 锋 颖 的 几率 
动量 和 能 量 下 面 我 们 将 再 一 次 证 实 , 当 动量 确定 时 ， 
几率 幅 变 化 正比 于 exp(ikx)， 我 们 回 过 头 来 详细 研究 式 (3- 
26) 中 给 出 的 几率 幅 。 这 次 我 们 尽量 安排 实验 条 件 , 以 便 尽 可 
能 精确 地 知道 粒子 通过 狭 锋 之 后 的 速度 . 
完全 与 任何 量子 力学 的 考虑 无 关 ， 速 度 本 来 就 有 一 经 典 
不 确定 性 5/T。 对 于 任何 给 定 的 猴 颖 宽度 ,我 们 只 要 选择 了 
非常 大 ， 总 可 以 使 这 个 不 确定 性 小 得 可 忽略 不 计 。 我们 还 可 
以 取 xo 特别 天: 以致 平 均 速 度 tro/ T 二 vo。 不 会 趋 于 零 。 将 弘 
和 7 看 作 常 数 , 在 大 工 极 限 下 ,几率 幅 的 表达 式 为 
~ 常 数 imx’ 
PT Bs 
mx 一 To) 
T i “| C3737) 
下 面 我 们 必须 安排 得 使 动量 的 量子 力学 不 确定 性 /2 很 
小 。 即 我 们 取 2 很 大 ， 可 以 忽略 1/ 刀 .于 是 可 将 几率 幅 写 为 


g(x) 之 常数 exp (2 x 一 r). (3-38) 

这 是 一 个 重要 的 结果 。 它 表明 , 若 安排 好 实验 ,使 我 们 知 

道 粒 子 的 动量 就 是 p, 则 在 上 时刻, 粒子 到 达 * 点 的 几率 幅 是 
$C) 之 常数 exp (三 px 一 三 亡 -1 )。 (3-39) 

注意 ,这 是 有 确定 波 数 《一 p/# 的 波 。 并且 它 有 确定 的 频率 
ww 一 户 /2m#， 这 意味 荐 ,可 以 说 ,动量 为 了 的 自由 粒子 有 确定 


1) 参看 附录 中 的 积分 表 或 L. I. Schiff, Quantum Mechanics, zd cd.，p。 
50—52, McGraw-Hill, New York, 1955, 
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的 量子 力学 能 量 (定义 为 直 乘 以 频率 ) p/2m， 它 恰好 等 于 经 
典 力 学 中 相应 的 量 . 

到 达 任 何 特定 点 * 的 几率 (正比 于 几率 幅 的 模 方 ) 在 此 情 
如 下 与 * 无 关 。 这样 ， 确 切 地 了 解 速度 便 意 味 着 完全 不 知道 
位 置 ， 在 一 个 能 精确 得 知 速度 的 实验 中 ， 我 们 会 完全 失去 精 
确 预言 位 置 的 可 能 性 。 我 们 已 经 看 到 , 反 过 来 也 是 正确 的 .由 
村 存在 量子 力学 展 宽 《〈 它 反比 于 狭 颖 宽度 25)， 精 确 知道 位 
置 ,就 会 预先 排除 任何 关于 速度 的 知识 .于 是 , 右 已 知 它 在 那 
儿 , 就 不 能 说 清 它 忠 得 多 快 ; 着 已 知 它 跑 得 多 快 , 则 就 不 能 说 
出 它 在 那儿 ，。 这 又 是 一 个 说 明 调 不 准 原理 的 例子 . 


3-3 锐 边 狭 继 的 结果 


抛 开 极限 情形 ,我 们 转向 下 述 情 况 , 其 狭 颖 宽度 与 量子 力 
学 展 宽 在 大 小 上 可 以 相 比 ， 而 且 运 动 时 间 和 距离 都 不 是 极端 
大 .已 经 看 到 ,高 斯 型 狭 妖 导致 高 斯 型 分 布 。 若 我 们 使 用 更 现 
实 的 锐 边 狭 颖 ,并 得 到 非 涅 耳 积 分 结果 , 则 在 通过 狂 颖 后 时 刻 
t 的 分 布 几率 如 图 3-6 所 示 。 


分 布 用 下 式 表示 
12 上 四 2 
P(r) dx 一 2 nt TT) 2 [Cu,) C(u)] 
+ 3 [SCw) — SCu) ax, (3-40) 


其 中 
+ 一 To 一 2 rt/T) 
(xir/m)(l + rt/T) © 
， _ xz 一 ro 十 &1 t+ T/T) 
(xitr/m)(l +rt/T) ’ z 
而 Cl(w) 和 S(w) 是 菲 涅 耳 积 分 的 实 部 和 虚 部 ,这 个 几率 分 布 
中 的 头 一 个 因子 就 是 式 (2-6) 给 出 的 自由 粒子 几率 分 布 。 番 


ee 与 5 


(3-41) 


图 3-6 这 三 个 曲线 表明 了 通过 不 同 宽度 的 锐 边 狭 锋 的 电子 分 布 .每 一 

图 中 ,经 典 预言 宽度 入 = b(1 十 zt/T) 的 位 置 用 虚 垂 线 标 出 选 了 三 

个 不 同 的 经 典 宽度 5, 与 量子 力学 展 宽 人 zx， 的 比值 : 曲线 (a), 5,/ 

人 x 二 13; 曲线 (Bb)，b/Axi 一 1 曲线 (c), Bb/Axi = 1/15. 

在 每 种 情况 下 , 分 布 的 展 宽 都 超过 了 经 典 宽度 。 分 布 的 方 均 根 宽度 近 
似 正 比 于 人 x 二 [( 人 和 人 x1) 十 (51)?! 


下 的 因子 包括 了 非 涅 耳 积 分 ?的 实 部 虚 部 的 一 种 组 合 。 这 个 
因子 正 是 图 3-6 所 示 的 曲线 变化 的 原因 . 

这 样 , 对 于 两 种 狭 矣 ,一 般 的 结果 是 相同 的 。 发现 粒子 的 
最 可 几 位 置 都 在 狭 颖 的 经 典 投影 之 间 . 在 此 区 域 之 外 ,还 有 
量子 力学 展 宽 ， 

我 们 已 经 把 这 个 间 题 当 作 是 两 个 分 开 运动 的 组 合 来 处 
理 . 冰 先 , 粒 子 跑 到 狭 颖 ,然后 再 从 疾 颖 跑 到 观察 点 .看 起 来 运 


1) 参看 FE. Jahnke 和 F. Emde, Tables of Functions, Dover Publica- 
tion, Inc,, New York, 1943, 
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动 在 狭 颖 处 不 组 连结 了 ,因而 有 人 会 间 , 如 此 分 段 运动 的 粒子 
怎样 “ 记 住 * 了 自己 的 速度 并 大 体 向 着 经 典 物理 所 预言 的 方向 
运动 呢 ? 或 者 换 一 个 方式 讲 , 如 何 使 狭 颖 更 罕 , 以 致 引 起 “丧失 
记忆 ”， 直 到 在 极限 情况 下 粒子 的 各 种 速度 都 是 同样 可 能 的 
呢 ? 

为 理解 这 点 ， 我 们 来 研究 到 达 狭 颖 的 几率 幅 。 这 恰 是 式 
(3-3) 给 出 的 自由 粒子 的 几率 幅 , 其 中 x 一 4 一 0,x6 一 xo 十 
y, ts 一 了 。 当 模 移 闫 颖 (改变 y) 时 ,几率 幅 的 实 部 和 虚 部 都 
正弦 式 地 变动 。 正 如 我 们 已 经 看 到 的 ， 这 一 变动 的 波长 与 动 
量 有 关 [ 参 看 式 (3-10)]。 后 继 运 动 是 这 些 波 之 间 像 光一 样 干 
涉 的 结果 .这 种 于 涉 在 经 典 物理 预言 的 方向 上 一 般 是 相 长 干 
涉 ,而 在 其 他 方向 上 一 般 是 相 消 干涉 . 

如 果 跨 过 狭 颖 有 许多 个 波长 ( 即 狭 颖 很 宽 ), 则 形成 的 干 
涉 贺 样 十 分 尖锐 ,运动 近似 是 经 典 的 。 但 若 狭 锋 非 常 罕 ,甚至 
不 能 包含 一 个 完整 的 波长 那么， 就 不 再 有 任何 能 产生 干涉 
的 振荡 ,速度 的 信息 也 失去 了 。 这 样 ,在 狭 颖 宽度 趋 于 零 的 极 
限 情 况 下 ,粒子 的 各 种 速度 都 是 同样 可 能 的 . 


3-4 ” 波 函 数 


通过 紧 随 着 粒子 运动 的 方式 ， 我 们 已 经 得 到 了 它 到 达 基 
一 特定 时 空 点 的 几率 幅 。 然 而 ， 对 以 前 的 运动 不 进行 任何 特 
殊 的 讨论 ， 而 只 考虑 到 达 一 个 特定 地 点 的 几率 幅 常 常 是 很 有 
用 的 。 这样, 我 们 可 以 说 ，%(x,:) 是 由 过 去 茶 种 状态 (也许 
未 明确 指出 ) 到达 《x ,7) 的 总 几率 幅 。 这 样 的 几率 幅 与 我 们 
已 经 研究 过 的 有 同样 的 几率 特性 ; 即 于 时 刻 : 在 x 所 发 现 粒 
子 的 几率 是 |4(x 六 上， 我 们 将 这 类 几率 幅 称 为 波 图 数 ， 它 
与 我 们 以 前 研究 过 的 几率 幅 之 间 的 差别 只 是 符 与 不 同和 而 已 . 
人 们 常 听 到 一 种 说 法 : 系统 处 于 几 态 。 这 就 是 “系统 可 用 小 


® S57 。 


亢 数 灿 描述 的 另 一 :种 说 共 ， 
因此 ,传播 子 长 (xyta3 X54) 一 (x25t2) 实际 上 是 一 种 
波 涡 数 , 是 达到 《x,t2) 的 几率 幅 。 特 别 是 ,记号 K(x2,12; mas 
11) 给 了 我 们 更 多 的 信息 : 这 个 几率 幅 是 粒子 来 源 于 (x1, 1) 
那 种 特殊 情况 下 的 几率 幅 ， 也 许 (m, 4) 这 个 信息 与 问题 无 
关 ， 保留 其 标记 没有 意义 ， 于 是 ， 我 们 只 使 用 波 函 数 记 号 
px,12). 
因为 波 函 数 是 一 个 几率 幅 ， 它 服从 时 间 上 相继 事件 几率 
下 全 合生 于 是 , 由 式 《2-31) 对 所 有 点 (xis 11) 成 谋 可 
见 , 疲 负数 满足 积分 方程 


Pr2912) = |- K(x2stas rsst3) DP x3 ,3) dx;, (3-42) 


这 个 结果 可 以 用 物理 语言 叙述 如 下 。 到 达 (《x*2,42) 后 的 
总 几率 幅 [ 即 6 《x;, 12)] 是 到 达 (xs，2) 点 的 总 几率 幅 【如 
p(xs, 13)] 乘 以 由 所 3 跑 到 点 2 的 几率 幅 [ 即 K(x2，i2; 7;， 
1;)] ， 再 对 x; 的 所 有 可 能 值 求 和 或 积分 。 这 意味 着 ， 粒 子 全 
部 过 去 历史 的 影响 可 以 用 一 个 裔 数 来 表示 。， 车 我 们 忘 了 我 们 
所 知 的 粒子 的 一 切 , 但 只 要 知道 它 在 某 个 别 时刻 的 波 函 数 ,我 
们 就 能 计算 那 一 时 刻 以 后 粒子 可 能 发 生 的 一 切 。 历 史 对 世界 
将 来 的 所 有 影响 可 以 由 单个 巨大 的 波 函 数 得 到 ， 

问题 3-4 假若 一 个 自由 粒子 在 “= 0 时刻 具有 确定 的 动量 《 即 
波 函 数 为 ce:z*/ 下 )。 借 助 于 式 (3-3) 和 (3-42) 证 明 : 在 以 后 某 时 刻 ， 
这 个 粒子 仍 有 同一 固定 的 动量 ( 即 波 函数 通过 函数 < 拓 / 直 与 x 相关 )， 
并 且 随 时 间 的 变化 正比 于 cm? 4 !。 这 意味 着 粒子 有 确定 的 能 量 
Pp’/(2m)., 

问题 3-5 ”应 用 问题 3-2 的 结果 和 式 (3-42) 证 有 表 : 波 函 数 满足 方 
程 


全， (3-43 ) 
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这 是 自由 粒子 的 薛 定 刘 方 程 。 


3-5 高 斯 型 积分 


我 们 完成 了 这 章 的 物理 部 分 ,现在 进行 数学 处 理 . 我 们 
将 引信 一 些 新 的 数学 技术 来 协助 我 们 计算 在 某 些 情况 下 的 路 
径 的 和 。 

最 简单 的 路 径 积分 是 其 中 所 有 变量 在 指数 上 至 多 出 现 二 
阶 的 那些 积分 。 我 们 将 称 其 为 高 斯 型 积分 .在 量子 力学 中 ， 
这 相当 于 下 述 情形 : 其 中 作用 量 $ 涉及 路 径 x(z) 只 到 其 二 
次 蜂 ，。 

为 了 演示 此 方法 如 何在 这 种 情形 下 起 作用 ，。 考 虚 其 拉 氏 
量 为 下 述 形式 的 粒子 : 

Lo= a + bXr 十 cgi + dx + eGQr + fC). 
(3-44) 
作用 量 是 这 个 函数 在 两 个 固定 端点 之 间 对 时 间 积 分 。 实际 
上 ,这 种 形式 的 拉 氏 量 比 所 需要 的 稍微 更 普遍 一 些 。 通 过 分 
部 积分 ,因子 * 可 以 从 含 它 一 次 的 项 中 去 掉 ,不 过 这 事 对 我 们 
当前 的 目的 是 不 重要 的 。 我 们 希望 决定 


K(b,4) 一 | exp 全 L(x,x,i) | Dr(t), (3-45) 


其 中 积分 遍及 所 有 从 《xss1o) 到 (zs,1s) 的 路 径 ， 

当然 ， 可 以 用 前 面 已 经 描述 过 的 方法 来 完成 这 个 遍及 所 
有 了 路径 的 积分 ， 这 个 方法 是 把 区 间 分 成 短 的 时 间 元 等 等 。 此 
方法 之 所 以 行 得 通 是 由 于 ， 这 个 争 积 图 数 是 变量 二 和 * 的 二 
次 型 的 指数 函数 .这样 的 积分 总 是 可 以 做 出 来 的 . 但 是 我 们 
不 去 做 这 个 元 长 的 计算 ， 因 为 我 们 可 以 通过 下 述 方式 决定 传 
播 子 的 最 重要 的 特性 . 

令 zz) 表示 所 指定 的 端点 之 间 的 经 典 路 径 。 这 个 路 径 
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是 作用 量 $ 为 极 值 的 路 径 . 在 此 记号 中 ,我们 已 用 到 


Saflb,al = SLx(2)]., (3-46) 
我 们 可 以 用 x 和 一 个 新 变量 y》 来 表示 x: 
x+ 一 和 十 》。 (3-47) 


这 就 是 说 , 我 们 现在 不 用 到 任意 坐标 轴 的 距离 x(z) 来 定义 路 
径 上 的 点 ， 而 用 与 经 典 路 径 的 偏差 (2) 来 度量 这 个 点 ,如 图 
3-7 所 示 . 


+ 


图 3-7 经 典 路 径 (1) 和 某 些 可 能 的 路 径 x(z) 之 间 的 差 是 
消 数 y(t)， 因 为 这 些 路 径 必须 到 达 同 样 的 端点 ,所 以 区 如 ) 一 
y(ts) 一 0. 在 这 两 个 端点 之 则 ，y(7) 可 以 取 任 何 形式 . 由 
于 经 典 路 径 是 完全 固定 的 ,于 是 , 其 他 路 径 x(z) 的 任何 变化 
等 价 于 差 ytz) 的 相应 变化 .这 样 , 在 路 径 积 分 中 ,路径 微分 
鲍 x(t) 可 以 用 多 y() 代替 ， 路 径 xr(2) 可 以 代 之 以 起 巧 十 
y(t). 在 这 种 形式 中 ，x(z) 在 整个 积分 路 径 是 常数 .而且 新 
的 路 径 变 量 y() 在 两 端点 只 限 取 零 值 ， 这 个 代替 使 得 路 径 积 
分 与 端点 位 置 无 关 


在 每 一 时 刻 :, 变量 x 和 y 差 一 常数 * (当然 ， 对 于 不 同 
的 : 值 , 它 有 不 同 的 值 )。 因 此 , 很 清楚 , 在 小 时 间 间 隔 情况 
下 ， 对 于 每 个 特定 点 t; 有 ear 一 dy;。 一 般 我 们 可 以 说 ， 
Wx(t) = Dy). 

作用 量 的 积分 可 以 写 为 
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Six(t)] = S[x(7) 十 7(Cz) ] 
和 | [a 十 2 起 十 六 ) 十 …:]adz. 


(3-48) 
若 把 所 有 不 各 Y 的 项 集中 起 来 ， 得 到 的 积分 恰 是 SIz(2)]= 
su。 把 所 有 含 ? 一 次 方 的 项 集中 起 来 ， 得 到 的 积分 等 于 零 . 
可 以 通过 实际 完成 积分 〈 要 包括 一 些 分 部 积分 ) 来 证 明 这 一 
点 ;然而 , 因为 我 们 已 经 知道 结果 是 正确 的 , 因此 这 种 计算 是 
不 必要 的 。 函数 z(z) 正 是 由 这 个 要 求 确定 的 ， 也 就 是 说 ,x 
是 如 此 选择 的 , 要 使 在 路 径 围 绕 * 变化 时 , 近似 到 第 一 阶 , 5 
没有 变化 ， 剩 下 的 项 全 是 7 的 二 阶 项 ， 容易 把 它们 挑 出 来 ， 
于 是 我 们 可 以 写 出 
SLxC2)] — Salb, 4] 十 | [Le 六 十 bY + cy] diz. 
(3-49) 
这 个 路 径 积 分 与 经 典 路径 无 关 ， 所 以 传播 子 可 写 为 
K(b,a) 一 esclb a) 
| (ep{E) Lad + 6 + ety1as)) 
. Dy (zt)， (3-50) 
因为 所 有 路 径 y(2) 都 始 于 并 终于 y 一 0 的 点 , 所 以 在 端 
点 ,路径 积 分 只 能 是 时 间 的 函数 .这 意味 着 ,传播 子 可 写 为 
K(b,4) 一 exp( 二 Salb sa] )FCoo)， (3-51) 


于 是 KK 被 确定 到 只 差 一 个 1。 和 的 函数 .特别 是 , 它 与 空间 
变量 x。 和 zs 的 依赖 关系 完全 计算 出 来 了 。 应 该 看 到 ,传播 子 
与 线性 项 系数 dC:) 和 cl:) 以 及 剩 下 的 系数 f(z) 之 间 的 依 
赖 关系 也 完全 算出 来 了 . 

看 来 这 是 路 径 积分 的 各 种 方法 的 特征 ; 大 量 的 处 理工 作 
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可 用 某 些 一 般 方法 完成 ， 但 是 常 有 一 些 相 乘 的 因子 不 能 完全 
确定 . 必须 用 解 的 某 些 其 他 已 知性 质 来 确定 它 ， 比 如 用 式 
(2-31) 来 确定 . 

值得 注意 ,对 于 8 是 二 次 型 的 情形 ,近似 表达 式 K ~ exp 
x (iS/ 4) 是 精确 成 立 的 . 


问题 3-6 ”由 于 自由 粒子 拉 氏 量 是 二 次 型 的 * 证 明 ( 问 题 2-1) 


8I2 Xs 一 a)’ 
KCb3a) 一 Fisst)orp Tis (3-52) 


并 用 论述 来 证 明 F 只 可 能 与 时 间 的 差 信 有 关 Fl 一 1) 。 

问题 3-7 关于 FF 的 进一步 的 信息 可 以 由 式 (2-31) 表示 的 性 质 获 
得 . 首先 注意 ,问题 3-6 的 结果 意味 着 F(1s 一 1) 可 以 写成 F(7), 其 
中 :是 时 间 阅 隔 “一 4。 通过 在 式 43-52) 中 应 用 这 种 形式 的 5, 再 代 
人 式 (2-31), 用 F(t) 和 F(s) 表示 F(1 + 人 ), 其 中 :一 加 一 tx 一 
ft 一 1。。 证 明 , 若 将 Ff 写 为 | 


FCD) = A), (3-53) 
则 新 函数 Kz) 必然 满足 
KK: + 5) = f(s). (3-54) 
这 意味 着 ，f(:) 必定 具有 下 述 形 式 : 
f(?) = expt ai), (3-55) 


其 中 a 可 以 是 复数 , 即 4 一 « + 上 e。 由 我 们 至 此 所 建立 的 原则 出 发 ,很 
难得 到 关于 函数 /(z) 的 进一步 的 信息 。 然 而 , 按 式 (2-21) 中 的 定义 而 
特殊 选 定 的 归 一 化 常数 4 意味 着 ， 近 似 到 。 的 第 一 阶 有 Xe) 一 1。 这 
相应 于 在 式 (3-55) 中 令 «等 于 者 FC:) 的 结果 与 式 (3-3) 一 至 

由 这 个 例子 清楚 地 看 出 ， 路 径 积 分 的 一 些 重 要 人 狂 质 可 以 
容易 地 得 出 ， 寻 使 被 积 函数 可 能 是 个 复杂 函数 .只 要 被 积 函 
数 是 一 个 仅 包 含 二 阶 以 下 路 径 变 量 的 指数 函数 ， 完 全 的 解 便 
可 以 求 得 ， 可 能 只 差 某 个 相 乘 因 了 于 .这 点 不 论 变量 数目 多 少 
部 是 成 立 的 。 例 如 , 形 如 下 式 的 路 径 积 分 
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~ . . 
[ | . 小 exp {EE[xCO YA ,2 Br DI) 
X Dail) (3-56) 


就 包含 exp(B .》 作 为 它 的 重要 因子 ,其 中 Ew 是 受 边界 条 件 
约束 的 E 的 极 值 。 唯 一 的 限制 是 ,是 x+、y 等 变量 的 二 次 陪 
数 。 和 独 下 的 因子 是 路 径 端 点 时 间 的 水 数 。 对 于 我 们 将 要 研究 
的 大 多 数 路 径 积分 ， 重 要 的 信息 包含 在 指数 项 中 而 不 在 后 面 
的 因子 中 .事实 上 ,在 大 多 数 情形 中 , 我 们 甚至 发 现 , 没有 必 
要 去 求 出 后 面 的 这 个 因子 。 在 后 面 各 章 中 ， 会 经 滑 应 用 这 种 
解 路 径 积 分 的 方法 。 


3-6 ” 势 场 中 的 运动 


一 个 简单 应 用 是 经 典 极限 情形 ， 其 中 作用 量 8 比 普 朗 殉 
常数 点 大 得 多 。 正 如 我 们 已 经 指出 过 的 那样 ,对 这 种 情形 , 传 
播 子玉 近似 地 正比 于 exp( 一 iSa/ 有 。 现在 我 们 可 以 偏重 于 
数学 观点 来 看 这 个 近似 的 根据 ， 只 有 那些 十 分 接近 经 典 路 径 
xz 的 路 径 才 是 重要 的 ， 于 是 我 们 做 替换 x 一 * 十 yy， 现在 着 
粒子 通过 势 V(x)， 我们 可 以 写 


Vx) = Vy VE) 十 yz) + V(x) 
二 二 CD 二 (3-57) 


其 中 报表 示 对 * 微 商 ， 而 所 有 微 商都 是 沿 经 典 路 径 = 求 值 . 
只 有 ?y 值 小 的 路 径 才 是 重要 的 ,假设 了 是 足够 光滑 的 函数 ,以 
致 我 们 可 以 略 去 六 和 更 高 阶 的 项 ， 这 就 是 说 , 我 们 假设 与 保 
留 的 项 相 比 , PV” 和 所 有 高 阶 项 可 以 忽略 . 

在 此 假设 下 ,被 积 函 数 可 以 表示 为 ”的 二 次 型 .事实 上 ， 
因为 = 使 $ 取 极 值 ， 所 以 可 写成 5 一 Su 十 》 的 二 阶 项 . 在 
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此 结果 中 ,重要 的 项 是 exp(i$a/)， 当 然 , 其 中 Sa 只 包含 沿 
经 典 路 径 的 势 了 (2z)。 剩 下 对 y 的 积分 从 零 到 零 , 并 且 是 式 
(3-50) 中 最 后 一 个 因子 的 形式 ， 它 提 供 一 个 光滑 函数 作为 
exp(i1Su/#) 的 因子 -. 

除了 经 典 极限 情况 外 ， 在 另外 一 些 情况 中 ， 这 个 结果 也 
是 对 的 ， 例 如 , 假设 了 是 * 的 二 次 函数 , 则 由 于 在 式 (3-57) 
的 了 展开 式 中 不 再 有 高 于 二 阶 的 寒 , 因此 , 上 述 解 是 精确 的 . 
下 面 问题 中 给 出 了 一 些 这 类 例子 .作为 另 一 个 例子 。 假 设 V 
是 一 个 缓慢 变化 的 函数 .具体 讲 ， 车 第 三 阶 和 更 高 阶 导 数 非 
常 小 , 则 上 面 给 出 的 结果 是 非常 精确 的 近似 ， 在 量子 力学 中 ， 
这 种 特定 情况 称 为 WKB 近似. 

还 有 另 一 些 情况 ,其 中 这 个 近似 也 是 好 的 。 假设 运动 的 
总 时 间 间 隔 非 常 短 . 若 一 个 粒子 沿 着 一 个 十 分 不 同 于 经 典 路 
径 的 路 径 运 动 , 则 它 必 然 有 一 个 非常 大 的 额外 速度 (为 了 能 在 
极 短 时 间 闻 隔 内 由 初始 点 跑 出 又 再 回 到 终点 )。 额外 的 动能 
正比 于 这 个 大 速度 的 平方 ， 作 用 量 包含 近似 正比 于 这 个 动能 
乘 以 时 间 间 隔 ( 即 速度 的 平方 乘 以 时 间 间 隔 ) 的 一 项 ，。 这 种 路 
径 的 作用 量 会 很 大 ， 并 且 非 常 靠近 的 相 邻 路 径 几 率 幅 的 位 相 
会 有 很 大 的 改变 。 在 这 种 情形 中 。 略 去 了 展开 式 中 的 高 阶 项 
也 是 合理 的 . 

问题 3-8 谐振 子 的 拉 氏 量 是 


C= 人 rt’ 2 3-58) 
2 2 ( 


证 明 所 得 的 传播 子 是 (参看 问题 2-2) 


KG= F(T )exp lbhad 


一 一 (xi ri)cos OT 一 2 rx } (3-59 
2xsinwT | (x + #6)eo sj?， ) 


式 中 T = ww 一 ta 注意， 相生 函 数 F(T) 的 显 式 并 没有 得 出 来 。 用 其 
他 方法 可 以 获得 它 , 并 且 对 于 谐振 子 , 它 是 (参看 节 3-7) 
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六 
F(T) = rr ) _ 
( ) ( 2 xijsirnwT .* ( 3-60) 


问题 3-9 ” 找 出 在 常数 外 场 1 中 运动 的 粒子 的 传播 子 ， 其 拉 氏 量 


为 
[= 十 jx。 (3-61) 
结果 是 
1 1/3 i m(xs -一 Xe ) ,1 
K 一 (= ) exp 下 | 二 人 下 了 fT(xXa 十 Xs) 
_ 7 | 3-62 
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其 中 T= ip— 1s, 


问题 3-10 在 x 方向 上 恒定 的 外 磁场 中 运动 的 粒子 带电 荷 , 质 
量 是 7 9 其 拉 氏 量 为 


二 了 (2 十 六 十 各 cB (2 区 ~ 
了 人 十 六 十 ) 十 去 (2 十 地) (3-63) 
证 明 : 所 得 的 传播 子 是 
_ m 2 wTI2 ex tim 人 (sp 一 ze) 
“一 (二 ) CsinwT] 5) ?te 了 一 


CD 了 


十 也 caot 
2 2 


[Cxs — x )* + Cs O— ye)] + orays 一 ay)， 


(3-64) 
其 中 T= 一 机， @= eBjmc. 
问题 3-11 假定 问题 3-8 中 的 谐振 子 被 外 力 {驱动 ,其 拉 氏 量 
为 


i= 了 守 训 一 了 人 zz 十 jzD)x。 (3-65) 


证 明 : 所 得 的 传播 子 是 


开 一 \/ 了 他 exp( 二 MY | ) 
FA RoinoT PA 


| Cooswr YC + >) — ?nr 


其 中 
S m=. 
< ZsinwT 
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2Xp 
0 


十 


ft)sinafz 一 2)di 
fa 


2ZY， 
mw 


十 | fC7)sinw( ts — 1)ai 


一 一 2 | | HFCs)sine( ts — 1)sin(s 一 1)asdi|， (3-66) 


而 T= i 
最 后 这 一 结果 在 许多 高 深 问题 中 非常 重要 。 它 在 量子 电 
动力 学 中 有 许多 特殊 的 应 用 ， 因 为 电磁 场 可 以 表示 为 一 组 受 
人 迫 谐振 子 . 
问题 3-12 车 一 个 谐振 子 的 波 函 数 ( 在 : = 0 时) 是 
(x,0) = czp| 一 land (x 一 ?| 3 《3-67 ) 


2 大 
则 应 用 式 (3-427 和 问题 3-8 的 结果 证 明 : 


。 六 2 
glx,T) = ext 一 一 一 一 | = _ 2 axe -ioT 十 = (1 十 一 “7 |}, 


(3-68) 
再 找 出 几率 分 布 |$1”， 


3-7 多 变量 系统 ” 


假设 一 系统 有 几 个 自由 度 ; 这 种 系统 的 传播 子 可 由 式 
《3-25) 的 形式 表示 ， 这 时 , 其 中 的 符号 x(z) 表示 几 个 坐标 而 
不 只 是 一 个 . 

我 们 取 一 个 在 三 维 空间 中 运动 的 粒子 作为 第 一 个 例子 ， 
路 径 由 给 定 的 三 个 函数 x(z)、7Y(z) 和 z(z) 确定 。 举例 来 
说 ,自由 粒子 的 作用 量 是 


m {2 
到 | La + SC) + 区 De。 
fa 
1》 R. P, Feynman, Space-time Approach to Non-retativistic Quantum 
Mechanics, Rev. Mad. Phys,, vol. 20, no. 2, p, 371, 1948, 
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在 时 刻 由 某 点 (xo,%,zo)》 出 发 ,在 坟 时刻 到 达 终 后 《xs 
yss2s) 的 传播 子 是 


有 
. 多 
天 (xzoyy5s2g5st153xXooyos 一 {exp [三 
全 


. | 了 ( 妇 十 祈 十 #)az| Bx BID zz). 


(3-69) 
微分 写作 22DxGDE2Y0DE2xz(D。 若 把 时 间 分 成 许多 小 疗 隔 
Ee， 在 时 刻 1; 的 位 置 由 三 个 变量 x;、 ya 给 定 , 而 遍及 所 有 
变量 dx;、 dy;、4dzi;《 对 于 每 个 站 的 积分 象 式 (2-22) 一 样 表 示 ， 
《更 一 般 地 , 若 我 们 在 5 维 空间 中 用 矢量 r 表示 位 置 ， 则 每 一 
点 的 微分 是 体积 元 dv; 或 dr;, 并 且 对 每 一 个 i， 我 们 可 以 把 
它们 的 乘积 写作 绝 壤 ;.) 

若 应 用 定义 方程 (2-22) , 则 在 每 个 时 间 疗 隔 中 ， 对 每 个 
变量 必然 包括 归 一 化 常数 4 [ 式 (2-21)]。 这 样 , 如果 整 个 
时 间 间 隔 分 成 每 步 长 为 8 的 N 步 ， 那 末 积 分 中 必然 包含 因子 
A™3N 

包括 几 个 变量 的 另 一 种 情形 是 两 个 相互 作用 的 系统 。 假 
设 一 个 系统 由 质量 为 wm 的 粒子 组 成 ,其 坐标 为 x, 而 男 一 个 系 
统 由 质量 为 M 的 粒子 组 成 ,其 坐标 为 Xx。 假设 这 两 个 系统 通 
过 势 V(x,X) 相互 作用 .于 是 ,所 得 到 的 作用 量 是 


SIx C02), XD] = | 区 7 十 六 广 : — Cr:X)] 2， 
(3-70) 
因此 ,传播 子 是 
sr . 
K(xss Xsts; Xas Na ta) 一 | | (em 读 SLx(z), x C1}) 
x Br DX (3-71) 


人 们 可 以 理解 这 是 式 (2-25) 在 数学 上 的 推广 。 这样 ， 人 
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们 可 以 考虑 在 某 个 抽象 的 二 组 坐标 〈(z, X) 空间 中 一 点 的 运 
动 。 然 而 ， 更 容易 理解 的 是 在 物理 上 把 它 想象 为 表示 两 个 分 
离 的 粒子 的 运动 ,它们 的 坐标 分 别 是 * 和 X， 于 是 ,K 是 质量 
为 mw 的 粒子 从 时 空 点 (zs,44) 到 达 (xs,4s) 而 质量 为 M 的 粒 
子 从 (rz) 到 达 《Xs,1s) 的 几率 幅 . 因此 ,传播 子 是 两 个 
粒子 在 它们 各 自 端点 之 间 的 所 有 可 能 路 径 上 的 几率 幅 之 和 . 
对 于 任何 一 个 特定 的 路 径 组 合 [ 即 .x(z) 和 X(:) 都 被 指定 
了 1 几率 幅 是 exp(iS/ 有 和， 其 中 Ss 是 式 (3-70) 定义 的 作用 
量 ， 数 学 上 ,几率 幅 是 两 个 独立 函数 x(z) 和 X(9) 的 泛 函 ,而 
积分 遍及 两 个 可 变 函 数 。 
3-8 可 分 离 系 统 

假设 我 们 有 一 种 情形 ， 其 中 有 两 个 粒子 都 在 一 维 或 许 是 
多 维 空间 中 运动 。 令 矢 量 x 和 矢量 多分 别 表示 二 个 粒子 的 
坐标 , 正 象 上 一 节 那 样 ,只 不 过 现在 我 们 将 图 象 扩充 到 三 维 空 
闻 ， 可 能 有 这 样 的 情况 ， 所 得 到 的 作用 量 可 以 分 成 两 部 分 : 

Slx, 人 1] = S$.[x] 十 Sx[ 入 ]， (3-72) 

其 中 5; 只 包含 路 径 x(:), 而 Sx 只 包含 路 径 XX(z)， 这 就 是 两 
个 粒子 没有 相互 作用 的 情形 . 

在 这 种 情况 下 ,传播 子 变 成 了 两 因子 的 乘积 : 


民 (K5 发， stss Kas Kt) 一 | | (ee Sz[ 开 j 
+ Sx[X]] ) Dx) DIK) 
-fooli sm) 
。 Px) (exp 这 sx[X]}) DDR) 


一 K(X, ,to ;Kas Ls) Ke(K, ,ts;X, ,1,), (3-73) 
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其 中 K, 是 只 有 坐标 为 x 的 粒子 存在 时 算得 的 几率 幅 , Kx 的 
定义 类 似 。 因 此 ， 在 包含 两 个 独立 的 不 相互 作用 系统 的 情形 
中 ， 包 括 两 个 系统 的 一 个 事件 的 传播 子 是 两 个 独立 传播 子 的 
乘积 。 这 些 传播 子 是 每 个 粒子 在 全 部 事件 中 进行 其 本 身 那 部 
分 事件 所 得 到 的 . 

在 包含 几 个 粒子 的 情形 ， 通 过 与 相应 传播 子 类 似 的 直接 
方式 来 定义 波 函 数 (x,X,………,!)， 反 它 解释 为 :在 时 刻 1， 
一 个 粒子 在 点 江 处 , 另 一 个 在 点 从 处 等 等 的 几率 幅 ， 波 函 数 
的 模 方 是 下 述 情形 的 几率 ;, 即 在 点 工 处 单位 体积 有 一 个 粒子 ， 
而 在 点 蕉 处 单位 体积 有 另 一 粒子 等 等 。 在 一 维 情 况 下 成 立 
的 式 (3-42) 可 以 直接 推广 : 

bX, gCx,X» ts ,A ) 
x, KX ,dx dK, (3-74) 
其 中 dx' 是 许多 微分 的 很 积 ， 其 微分 数目 与 * 空间 的 坐标 一 
样 多 . 

在 两 个 独立 粒子 的 情况 下 ， 其 坐标 分 别 为 x 和 关 ,， 正如 
上 面 所 述 的 , 其 传播 子 K 是 x 和: 的 一 个 函数 与 入 和 上 的 另 
一 个 函数 的 乘积 。 然 而 ,一 般 这 并 不 意味 着 罗 是 这 样 的 乘积 . 
在 特殊 情况 下 ， 若 在 某 特定 时 间 , 是 x 的 一 个 水 数 与 站 的 
另 一 个 函数 的 乘积 [4 一 人 人 x)g( 革 )] ， 则 它 以 后 也 将 保持 如 
此 .因为 传播 子 K 表示 两 个 粒子 的 独立 运动 ,因此 ,每 个 因子 
都 象 这 部 分 系统 单独 存在 时 一 样 变化 。 不 过 这 只 是 一 种 特殊 
情况 。 这 是 由 于 粒子 现在 是 独立 的 ， 并 不 意味 着 它们 总 是 独 
立 的 。 也 许 在 过 去 有 某 种 相互 作用 ， 这 就 意味 着 pp 不 是 简单 
的 乘积 ， 

即使 在 原 举 标 系统 中 ,作用 量 $ 没有 表示 为 简单 的 乘积 ， 
但 党 有 一 种 变换 《诸如 质心 和 内 部 坐标 的 变换 ) 使 S 可 分 离 . 
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因为 在 量子 力学 和 经 典 力 学 中 ， 使 用 的 作用 量 形 式 相同 ， 所 
以 任何 能 将 经 典 系统 分 离 的 变换 也 会 分 离 相应 的 量子 力学 系 
统 。 这样 。 经 典 物理 繁重 工作 中 的 一 部 分 就 可 以 直接 在 量子 
力学 中 应 用 了 ， 这 种 变换 是 非常 重要 的 。 多 变量 系统 是 很 难 
处 理 的 。 变量 分 离 可 把 一 个 复杂 问题 简化 为 几 个 较 简单 的 问 
题 . 


3-9 ”作为 泛 函 的 路 径 积分 

当 问 题 包括 一 个 以 上 的 变量 而 又 不 可 能 分 离 变量 时 ， 分 
析 处 理 一 般 是 非常 困难 的 。 下面 我 们 将 讨论 可 以 用 于 这 种 情 
况 的 一 些 近 似 ， 现 在 我 们 描述 一 种 时 常 可 用 的 作用 很 大 的 工 
具 . 考虑 式 (3-71) 给 出 的 传播 子 , 可 以 更 详细 地 把 它 写 成 


prb .rr -rt 
K(b,.4) 一 | | {exp [三 | ”a 十 二 | »M at 
a da 万 fg 2 万 ta 2 


十 | V(x,X， a| Dx DX), 
(3-75) 


首先 ,假定 我 们 完成 对 路 径 Xe 的 积分 。 结果 可 以 形式 
地 写 为 


K(b,a4) 一 | exp (| 本 £3) TIx(2 Wr), 


户 J 
(3-76) 
其 中 
7[z(D] = (eo) 区 充填 V(x, Xt) |}) 
. dt DD XC). (3-77) 


这 些 结果 用 下 述 方式 解释 ， 遍 及 X 粒子 可 采用 的 全 部 路 
径 的 积分 产生 了 一 个 泛 函 了 . 泛 函 是 一 个 数 ,其 值 与 指定 的 一 
个 完整 冰 数 有 关 . 例 如 ,曲线 下 的 面积 是 曲线 的 一 个 泛 冰 4 = 
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人 f(y)dy。 为 了 得 到 它 , 函数 (曲线 ) 必 须 完 全 指明 。 我 们 把 泛 
函 写 成 4[f(y)] ， 表 明 4 与 函数 f(y) 有 关 。 我 们 不 写成 
4(f())， 因 为 ， 可 以 把 后 者 解释 为 函数 的 函数 ， 即 4 只 是 
取决 于 了 在 某 个 特定 点 ” 所 取 的 值 。 但 这 里 不 是 这 种 情况 ， 
4[f(Cy)1 取决 于 函数 f(y) 的 整个 形状 , 它 与 7》 完全 无 关 . 

式 (3-77) 定 义 的 泛 函 是 X 粒子 在 势 V 影 响 下 ,在 其 端点 
Xs, 和 Xs 之 间 跑 动 的 几率 幅 。 这 个 势 依 赖 于 x 和 XX, 它 是 靠 
假设 当 X 变化 时 ,x 取 固 定 路 径 而 计算 出 来 的 。 所 以 , 它 是 当 
x 粒子 沿 特 殊 轨迹 运动 时 X 粒子 的 势 。 显然 ， 这 个 几率 幅 了 
与 所 选择 的 轨迹 *( 有 关 , 因 此 ,我 们 把 它 写成 x(z) 的 泛 函 . 
于 是 ,将 了 与 +(z) 的 自由 粒子 传播 子 的 乘积 组 成 的 泛 函 对 所 
有 路 径 求 和 , 便 得 到 了 总 几率 幅 . 

这 样 ， 象 所 有 其 他 情况 一 样 。 几 率 帐 KK 是 全 部 可 能 几率 
幅 的 和 。 这 些 几 率 幅 中 的 每 一 个 又 是 更 小 的 两 个 几率 幅 的 乘 
积 。 其 中 前 一 个 是 几率 幅 了 , 它 是 当 x 有 特定 轨迹 时 ，X 粒 
子 在 给 定 的 端点 之 间 跑 动 的 几率 幅 。 后 一 个 是 有 特定 轨迹 的 
x 粒子 的 几率 幅 。 最 终 的 求 和 变 成 遍及 >* 的 所 有 可 能 轨迹 的 
求 和 .清楚 地 理解 这 个 概念 是 很 重要 的 ， 因 为 它 包含 了 一 个 
量子 电动 力学 的 基本 原则 ， 这 个 课题 我 们 在 后 面 一 章 还 要 讨 
论 ， 

当然 , 除非 对 于 轨迹 x(z) 的 可 能 值 可 能 实际 地 完成 工 积 
分 《无论 是 精确 的 或 是 近似 的 ), 否则 采用 上 述 方法 是 不 实际 
的 ， 正 如 我 们 已 经 看 到 的 (参看 问题 3-11), 一 个 精确 的 情况 
是 其 中 XX 为 谐振 子 。 这 是 一 个 非常 重要 的 实际 情况 。 比如 
说 , 当 粒 子 与 量子 场 相互 作用 时 , 场 就 是 一 个 振子 . 


3-10 ”粒子 与 谐振 子 的 相互 作用 
我 们 将 更 详细 地 考虑 粒子 与 谐振 子 的 相互 作用 ， 令 x 表 


se 7 =- 


示 粒 子 的 坐标 、X% 表示 振子 的 坐标 。 作 用 量 可 以 瑟 为 
S(X ,及 ) 一 Sofx] 十 | g[lx(z),1]X(2) a 


+ | ¥ (RK? + wi XN az, (3-78) 


其 中 5。 是 没有 振子 时 粒子 的 作用 量 ， 在 上 面 的 讨论 中 , 我 们 
曾 假定 这 个 作用 量 对 应 于 自由 粒子 的 作用 量 ， 这 个 假定 是 不 
必要 的 ，x 的 运动 可 能 由 于 存在 一 个 仅 与 x 和 : 有 关 的 势 而 
变 复杂 。 例 如 , 作用 量 5, 可 以 是 


SofX] 一 | [= XK 一 V(x,t) |a. (3-79) 


式 (3-78) 中 的 第 二 项 表示 粒子 与 振子 的 相互 作用 ， 注 
意 ,这 项 仅 含 X 一 次 方 . 忽视 对 尺 的 依赖 关系 并 不 会 失去 普 
遍 性 ， 因 为 若 有 这 样 的 项 出 现 ， 总 可 以 通过 分 部 积分 将 其 去 
掉 。 我 们 可 以 称 系数 8 为 耦合 系数 。 它 与 x(z) 的 关系 已 明 
显 地 表示 出 来 了 ,但 它 也 可 能 与 其 他 变量 如 六 (xz) 有 关 。 因 为 
我 们 目前 所 做 的 分 析 是 一 般 的 ， 把 8 的 精确 形式 写 出 来 并 不 
重要 .。 式 (3-78) 中 的 最 后 一 项 当然 是 振子 单独 存在 时 的 作 
用 量 。 将 其 与 第 二 项 组 合 ， 式 (3-777) 中 的 函数 了 工 可 写 为 


T[x()] = | ElGan 世 (X’ 一 wxX’) 


+ glxC2) XO) a )| BX). 
(3-80) 
现在 就 尺 而 论 , 这 个 情况 正 是 受 迫 谐振 子 的 情况 。 力 通 
数 glx(z),!] 是 * 的 某 个 特殊 函数 ,比如 说 f(z)。 这样 ,此 路 
径 积分 与 问题 3-11 中 考虑 的 一 样 ,只 不 过 用 g[xka)::] 代替 
了 fCz), 并 用 (X,,X。) 代替 了 初始 和 终了 坐标 值 (xsyxo)。 
为 了 举例 说 明 ,并 对 表达 式 进行 某 种 简化 ,我 们 取 一 个 特 
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殊 情况 ,其 中 谐振 子 在 初始 和 终了 时 都 在 原点 , 即 X, 一 ,一 0 
(一 般 情 形 同 样 容易 处 理 )。 于 是 按照 问题 3-11, 在 这 种 情况 
下 ， 


7 一 人 “lide 
| gtx) sletxCs) ,Slsin el, 一 
.sinw(s 一 14riz (3-81) 
因此 ,当前 情形 下 的 传播 子 可 以 写成 
wn ~ (aa) (eet Eo 


2 万 1 sin wT A (2s 
1 ip 下 
一 一 一 一 | glxC) ,Jelx(),] 
me sin wT Je Jia 


» sin w(t, — 1) sinw(s — 1,)dsds gx， 


(3-82) 
以 及 对 任意 ,和 Xs 的 类 似 (但 更 复杂 ) 的 表达 式 . 
它 比 我 们 至 今 所 解 过 的 路 径 积 分 都 更 为 复杂 。 只 有 利用 
以 后 几 章 阐述 的 各 种 近似 方法 ， 才 能 进一步 把 它 解 下 去 ， 注 
意 , 这 个 路 径 积 分 的 被 积 遂 数 仍 可 想像 成 有 exp(iS/#) 的 形 
式 , 但 现在 的 5 不 再 只 是 去、 工 和 上 的 函数 , 而 是 包含 了 在 两 
个 不 同时 刻 * 和 定义 的 变量 的 乘积 ， 不 再 把 过 去 和 将 来 分 
开 了 . 所 以 这 样 做 是 由 于 前 一 时 刻 的 变量 x 对 振子 有 影响 ， 
而 振子 在 后 一 时 刻 义 及 过 来 影响 x。 不 可 能 定义 任何 波纹 数 
(Xx, 1) 来 表示 粒子 在 某 一 特定 时 刻 和 人 位 于 某 一 特定 位 置 x 
的 几率 幅 . 这 种 几率 幅 已 不 足以 继续 计算 到 将 来 ， 因 为 在 任 
何 时 刻 , 人 们 都 必须 知道 振子 当前 的 情况 。 
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3-11 用 伟 里 叶 级 数 对 路 径 积分 求 值 
考虑 谐振 子 问 题 中 的 路 径 积分 (问题 3-8); 它 就 是 
«0 ken Ee -0s)) 20. 
(3-83) 
利用 节 3-5 中 的 方法 ， 这 个 路 径 积分 可 以 约 化 成 两 个 函数 的 
乘积 ， 就 象 在 问题 3-8 中 一 样 ， 这 两 个 函数 中 比较 重要 的 一 
个 与 谐振 子 的 经 典 轨道 有 关 ,由 式 (3-59) 给 出 ， 剩 下 的 那个 
函数 只 与 时 间 间 隔 有 关 ; 已 在 式 (3-60) 中 写 出 来 了 。 后 一 函 
数 还 可 写 为 
F(T)— | {ee 人 二 人 亚 (六 一 oy) ds | By). 
(3-84) 
我 们 将 用 一 种 新 方法 来 解 它 ， 至 少 到 只 差 一 个 与 w 无 关 的 因 
子 , 并 以 此 作为 处 理 路 径 积分 的 另 一 种 方式 的 例证 .因为 所 有 
路 径 ?(z) 都 从 * = 0 时 刻 的 0 点 跑 到 : 一 工时 刻 的 0 点 , 于 
是 ,这 种 路 径 可 以 写 为 有 基本 周期 了 的 傅 里 叶 正弦 级 数 .这 样 ， 


y(#) 一 >, an sin < 于。 (3-85) 


因此 , 在 任何 特定 时 刻 :, 都 可 以 把 路 径 当 成 系数 4, 的 
潍 数 而 不 作为 Y 的 水 数 。 这 是 一 个 线性 变换 。 其 变换 行列 式 
是 个 常数 ,显然 与 w、m、 无 关 . 

当然 ,可 以 直接 求 /的 值 。 然 而 ,这 里 我 们 避 开 对 求 值 
的 问题 , 办 法 是 把 所 有 与 % 无 关 的 因子 (包括 J)) 都 归并 成 一 
个 常数 因子 .我 们 总 可 以 在 结束 时 恢复 这 个 正确 的 因子 ， 因 


为 我 们 知道 , 一 0 时 , 它 的 值 是 F(T) 二 Vm/2mi#T( 一 个 
自由 粒子 )， 
和 74 . 


作用 量 史 的 积分 可 以 用 传 里 时 级 数 〈3-85) 写 出 求 。 这 
样 ,动能 项 变 成 


了 "T 
。 nx ma nai nmil 
| y di — > > —— a qnam | COS——- cos -— dz 
0 0 T 1 


T nx\” ， 
一 了 四 0 4386) 
类 似 地 ,势能 项 是 
| ydr 一 T= 2》,， dp (3-87) 


假定 时 间 工 分 成 许多 长 为 8 的 分 立 间隔 ， 就 象 对 式 〈2- 
19) 所 做 的 那样 ,因而 系数 a 的 个 数 NN 是 有 限 的 ,在 这 种 假定 
下 ,路径 积 分 变 成 


FCT 一 /| | (oo 人 所 [63) 


因为 这 指数 可 以 分 成 许多 因子 ,所 以 对 每 个 系数 an 的 积分 可 
以 分 开 来 做 .其 中 之 一 的 结果 是 


je[ 准 ( 芝 一 丰 3j 竺 =-( 芝 =- 
expb | 一 一 |- 一 一 0 jas | 一 一 一 00 
一 om 2 \T’ A 人 


(3-89) 
因而 :路径 积分 正比 于 
mt (et 
(3-90) 


第 一 个 乘积 与 w 无 关 ， 我 们 把 它 与 变换 系数 行列 式 以 及 
其 他 因子 归并 成 一 个 常数 。 第 二 个 因子 当 N 一 ce 时 《 即 当 
€ 一 0 时) 的 极限 为 [sino77)/o7]- 于是， 


® F753 « 


: -2 
F(T)—C (2 ) ， (3-91) 
C0 . 


其 中 < 与 w 无 关 。 但 是 当 w 一 0 时 ， 我 们 的 积分 是 一 个 目 由 
粒子 的 积分 :对 于 它 ,我 们 已 经 找到 
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FD) (7): (3792) 
所 以 ,对 于 谐振 子 ;我们 有 
me 1/2 
F(T) ~ (Hp) ， (3-93) 


只 可 将 它 代 入 式 (3-59), 便 可 得 到 完整 解 . 
问题 3-13 ”保留 所 有 常数 ,证 明 ,这 意味 着 , 当 N 趋 于 无 限 大 时 , 变 
换 系数 行列 式 7 满足 


J VN( 工 ) TT 二 一 1。 (3-94) 


9 6. 


第 四 章 ”量子 力学 的 薛 定语 描述 


至 此 ,我 们 所 讨论 过 的 路 径 积 分 [除了 式 (3-82)] 的 被 积 

函数 是 作用 量 的 指数 ,而 作用 量 有 下 述 性 质 : 

$s[2,1] = $[2,3] 十 SL[3,11, (4-1) 
这 种 路 径 积 分 可 以 借助 于 由 它们 推导 出 来 一 些 积分 方程 的 性 
质 来 分 析 。 我 们 在 第 二 章 [ 例 如 式 (2-31)] 和 第 三 章 [ 例 如 式 
(3-42)] 中 已 经 看 到 这 一 点 . 

更 方便 的 办 法 是 把 路 径 积 分 尽 可 能 地 转换 成 为 微分 方 
程 。 在 量子 力学 中 ,存在 这 种 可 能 性 , 并 且 事 实 上 , 这 是 表现 
此 理论 的 最 方便 的 方式 。 几 乎 在 每 一 个 情况 ,求解 微分 方程 
总 比 直接 计算 路 径 积 分 容易 。 量 子 力学 的 传统 表现 形式 依据 
的 就 是 这 样 的 微分 方程 , 它 称 为 薛 定 刘 方程 。 这 里 ,我 们 将 从 
我 们 的 公式 体系 出 发 ， 推 导 这 个 方程 。 我 们 不 想 用 大 量 例子 
来 解 这 个 方程 ,因为 其 他 量子 力学 书籍 "已 经 以 详尽 的 和 完备 
的 方式 列 出 了 这 些 解 。 

在 这 一 章 里 ,我 们 有 两 个 目的 : (1) 对 于 主要 关心 量子 力 
学 的 读者 ， 我 们 的 目标 是 把 路 径 积 分 的 表示 方式 与 标准 文献 
和 教科 书 中 能 找到 的 别 的 表示 方式 连 系 起 来 。 使 得 读者 可 以 
继续 研究 那些 书 ， 并 且 学 会 在 两 种 不 同 语言 之 间 来 回 翻译 . 
《2) 对 于 主要 关心 路 径 积 分 的 读者 ， 这 一 章 将 演示 一 种 技 
巧 ， 这 种 技巧 可 以 把 一 定 类 型 的 路 径 积 分 转换 成 微分 方程. 
量子 力学 的 特例 最 运 于 显示 这 种 技巧 ， 我 们 在 此 正 要 阐述 这 


1) 例如 :参看 L. 1.。 Schiff, Quantum Mechanics, 2d ced., McGraw-Hill, 
New York, 1955. | 
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4-1 薛 定 谓 方程 


微分 方程 形式 ”我 们 可 以 建立 微分 方程 的 原因 是 关系 
式 (4-1) 对 于 点 1、2、3 的 任何 值 都 是 正确 的 。 例 如 : 时 刻 所 
可 以 只 比 s 大 一 段 无 限 小 的 时 间 e. 这 就 使 我 们 可 以 把 一 个 时 
刻 路 径 积分 的 值 与 其 稍 后 时 刻 的 值 联系 起 来 。 用 这 种 方式 ， 
我 们 就 能 获得 路 径 积 分 的 微分 方程 ， 

我 们 已 经 发 现 ,作为 式 (4-1) 的 一 个 推论 ,我 们 可 以 定义 
一 个 波 函 数 。 而 且 我 们 知道 ,等 式 

pri) = | Krsnai) brn) dr (4-2) 

借助 于 时刻 的 波 函 数 给 出 n 时 刻 的 波 函 数 。 为 了 获得 所 
寻找 的 微分 方程 ,我 们 将 这 个 关系 应 用 于 一 种 特殊 情况 ,其 中 
时 刻 仅 与 时 刻 4 差 一 无 限 小 间隔 e。 传播 子 K(2,1) 正比 
于 到 4 间隔 的 作用 量 与 i/ 的 乘积 的 指数 。 对 于 短 间 隔 
se, 作用 量 近 似 等 于 8 冬 以 这 段 间 隔 的 拉 氏 量 。 于是, 使 用 与 
式 (2-34) 相同 的 近似 ,我 们 有 


” 1 8 一 YX 十 》 
! 十 BE -| 一 |s L(Y 三 十 家 | 
zx， ) od 万 8 ? 2 


“p(y ,1)dy. (4-3) 

我 们 将 把 它 用 于 粒子 在 一 维 势 《x,?) .中 运动 的 特殊 情 

况 , 这 时 , 工 = 二 m 必 /2 一 V(x,!)。 在 这 种 情况 , 式 (4-3) 变 成 
dx st 十 8 ) 一 | = {exp 已 zx — yD) 一 小 | 


E 
- {exp 三 eV (二 er)|} 由 (7 ,1) dy. 
: (4-4) 


es TA 。 


量 (x 一 y)?/e 出 现在 第 一 个 因子 的 指数 中 ,显然 , 如果 ? 与 
x 之 差 不 可 忽略, 则 这 个 量 很 大 , 当 3 变化 时 , 指数 函数 非 稍 
迅速 地 振荡 。 当 这 个 因子 迅速 振荡 时 ， 对 y 的 积分 给 出 一 个 
非常 小 的 值 (由 于 其 他 因子 的 光 谓 性 质 )。 仅 当 ?y 接近 于 * 时 
(这 时 指数 变化 较 缓慢 )， 我 们 才 得 到 重要 的 贡献 。 由 于 这 个 
原因 ,我 们 做 代 换 y= 二 x 十 "+， 预 期 只 有 7 很 小 时 、 才 出 现 对 
积分 的 显著 贡献 .我 们 得 到 


” 1 i 18 X 十 也 
| 
bx ) | 258 广 


px + 19,1) dn, (4-5) 


当 习 是 W sj/m 量 级 时 ， 第 一 个 指数 的 位 相 改 变 为 一 弧度 的 
量 级 ,因此 ,积分 的 大 部 分 贡献 来 源 于 这 个 量 级 的 ? 值 . 

我 们 可 以 将 几 展 开 成 老 级 数 。 仅 需 保留 s。 量 级 的 项 ， 这 
意 昧 着 保留 ?的 二 阶 项 。 项 eVL(x 十 nn)/25t] 可 以 用 eV(x， 
!) 代替 ,因为 其 误差 的 阶 比 e 的 阶 高 ， 展 开 左边 到 。 的 第 一 
阶 ,展开 右边 到 s 的 第 一 阶 及 7 的 第 二 阶 ,我 们 得 到 


w+ 


| oz, 十 9 2 十 于 Sle. (4-6) 
若 我 们 取 右 边 的 主 项 ,我 们 得 到 量 g(x,:) 乘 以 积分 
工作” im 一 工 (2 _ 
了 | p 人 (2 )an 了 m ) ” (4-7) 


在 左边 我 们 恰 有 4(x, !)， 为 了 保证 8 趋 于 零 极 限时 两 边 一 


A = (4-8) 
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正如 我 们 早已 看 到 的 那样 [参看 式 (2~21)]。 这 也 是 在 更 复杂 
问题 中 ， 获 得 量 4 的 一 个 方法 。 必 须 选择 4 使 方程 对 零 阶 8 
是 正确 。 否则 ,在 原来 的 路 径 积 分 中 , 当 8s 趋 近 于 零 时 极限 不 
邦人 在. 

为 了 计算 式 (4-6) 右 边 ,我 们 必须 使 用 两 个 积分 : 


0 


”1 Im | 2g — 5 _ 
[六 入 7 一 守 。 (10) 
eh 18 je Oy 
+Te2 一 省 一 些 7 人 2 4-11 
中 十 A 只 中 rh ( ) 


和 


2im 
若 史 满足 微分 方程 
0p_ Op 4-12 
i Oi 2m Or’ 十 了 Cr 站 ) 


则 式 (4-11) 到 的 一 阶 是 对 的 。 对 于 粒子 一 维 运 动 问题 , 式 
(4-12) 正 是 苹 定 庙 方 程 。 用 同样 的 方式 可 以 得 到 对 应 于 更 复 
杂 情 形 下 的 方程 ,如 下 面 问题 所 证 明 的 那样 . 


问题 4-1 证 明 : ”对 于 一 个 在 三 维 势 V 中 运动 的 粒子 、 薛 定 谓 方 
程 是 


0 y+ py. (4-13) 
2m 


这 个 方程 是 葛 定 记 在 1925 年 发 现 的 ,并且 自 那 以 后 形成 了 量子 力学 发 
展 的 中 心 . 


算 符 形式 各 种 不 同 问题 对 应 不 同形 却 的 拉 氏 量 ， 由 
此 得 到 的 方程 可 以 用 下 述 方便 形式 写 出 : : 


— Oe = Hy, (4-14) 


其 中 互 并 不 代表 一 个 数 ,而 是 表示 一 个 作用 在 由 上 的 算 符 , 称 

为 险 密 顿 算 符 。 例 如 ,在 式 (4-12) 中 ,这 个 算 符 是 

大 DG 

2m’ 人 xz 
这 种 方程 两 边 都 是 算 符 ， 其 合意 是 ， 若 任何 一 个 痕 数 瑟 

在 两 边 每 一 个 算 符 之 后 , 则 方程 成 立 ， 即 式 (4-15) 的 符号 表 

明 : 关系 式 


已 一 一 


十 了 (4-15) 


Hf 二 一 2 6 + Vj (4-16) 
对 任意 函数 了 都 成 立 ， 
问题 4-2 ”一 个 带电 粒子 在 磁场 中 ,其 拉 氏 量 是 
[一 2 + 二 FA 一 <， (4-17) 


其 中 > 是 速度 矢量 ; “ 是 电荷 ;。 是 光速 ,A 和 是 矢 势 和 标 势 , 证 明 : 
相应 的 苹 定 庙 方 程 是 


二 -二 


(4-18) 


于 是 ,哈密 顿 量 是 
ot 
问题 4-3 将 上 中 每 个 ;都 换 成 一 :， 就 得 到 其 复 共 斩 国 数 4*, 证 
明 : y* 满足 
E060%” Hy. (4-20) 


f Or 

给 出 了 几 个 例子 便 可 以 描述 算 符 的 含义 。 例 如， 算 符 x 

的 意思 是 用 * 乘 , 算 符 * 的 意思 是 用 x 冬 , 算 符 V(x) (x 的 

某 个 函数 ) 的 意思 是 用 V(x) 乘 ， 算 符 9/6x 的 意思 是 对 
做 偏 徽 商 64/0x 等 等 

若 4 和 8B 都 是 算 符 , 则 算 符 4B 的 意思 是 ,我 们 先 用 8B 作 
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用 ， 再 用 4 作用 , 即 4B8% 的 意思 是 4(4B%)。 于是， 例如 
算 符 x(8/68x) 的 意思 是 x 乘 以 84%/6x。 另 一 方面 ， 算 符 
《6/5x)xz 的 意思 是 对 xy 取 * 的 偏 微 商 , 即 
《8/6x)xzd) 一 zab/6xz) 十 由. 

我 们 看 到 ， 在 一 般 情 况 下 ， 算 符 48 与 算 符 84 并 不 相 
等 . 我 们 进一步 提出 一 个 规则 ， 即 4 十 了 3 作用 在 少 上 得 出 
4 十 B。 并 用 这 规则 定义 算 符 4 十 B。 例如 ,上 面 的 方程 
可 以 写 为 算 符 方程 : 


0 > 一 x 也 十 上 (4-21) 
Ox Ox 


其 含意 是 : 对 任意 函数 了 有 (6/8x)xf 一 x(8/6x)f 十 f. 
问题 4-4 证 明 


Br * Ber + 26r? (4-22) 
因此 ,对 于 式 (4-15) 中 的 瑟 有 
jz 8 
Hx — x*H= 一 
m Dx” (4-23) 


在 传统 的 量子 力学 公式 中 大 量 使 用 这 些 算 子 符号 . 

传播 子 的 莅 定 语 方 程 ” 把 K(2,1) 想像 成 变量 2 的 函 
数 ,因为 它 是 一 个 特殊 的 波 函 数 ( 即 对 应 于 从 1 开始 的 粒子 的 
波 函 数 ) ,我们 看 到 ,天 必须 也 满足 薛 定 谓 方程 。 这 样 ,对 村 式 
《4-15) 摘 述 的 情况 《二 4)， 


2 2 
0 KG2,1D) = 2 0 kG,1) + VOOKGO,1). 
fa) 2m Bx? 


ft 1 


(4-24) 
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其 中 算 符 Hs 只 作用 在 变量 2 上 ， 
问题 4-5 ”使 用 关系 


K(2,1) 一 人 K(2,3)K(3, ax (4-26) 
以 及 和 -一 是 一 无 限 小 量 ， 证 明 : 若 z 大 于 11， 则 传播 子 天 满足 
La K(2,1) — H*K(2,1) = 10， (4-27) 


其 中 已, 只 作用 于 变量 1. 


用 式 (4-25) 中 路 径 积 分 定义 的 函数 K(2, 1) 仅 当 +> 
1 才 有 定义 ， 当 4 二 i 时， 这 函数 没有 定义 ， 当 4 二 4 时 ， 
定义 K(2, 1) 等 于 零 会 在 以 后 的 工作 (如 第 六 章 ) 中 带 来 很 
人 [由 这 个 约定 , 例如 。 式 (4-2) 仅 当 1; 1， 时 才 成 
立 .] 按 此 条 件 ， 
K(2,1)=0 Wi (4-28) 
显然 , 当 二 1 吉 时 , 式 (4-25) 也 成 立 ( 当 然 , 这 意义 不 大 , 因 
为 这 时 天 一 0)， 但 是 , 这 个 方程 在 1; == 1:， 点 不 成 立 , 因为 
一 1 了 时,，K(2,1) 不 连续 . 
问题 4-6 证 明 : 当 4&1 十 0 时， 
K(2,1)-—»6(+, — x ). 
由 问题 4-6 的 结果 可 以 看 到 ,K 对 t 的 导数 给 出 时 间 的 
6 半数 乘 以 由 5Cx; 一 1) 得 到 的 加 牙 高 度 ， 因此 ,天 (2 1) 
满足 
一 过 2 PK ID 一 一 二 6x2 — xr) Oa) 
(4-29) 
如 果 在 量子 力学 中 ， 人 中 的 出 发 点 是 把 苹 定 庙 方 程 当 作 基 本 
定义 , 那 未 方程 (4-29 ) 加 边界 条 件 (4-28) 可 以 用 来 定义 天 (2， 
1)。 显 然 , 量 KK(2, 1) 是 藤 定 计 方 程 的 一 类 格林 函数 . 
几率 守恒 ” 式 (4-15) 给 出 的 哈密 顿 算 符 具 有 一 个 有 意 
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息 的 性 质 ,着 1 和 * 是 任意 在 无 穷 远 处 下 降 到 零 的 函数 , 则 
(ear 一 人 srCapDaz。 (4-30) 


符号 的 含意 如 下 。 在 左边 我 们 令 瑟 作用 于 &〈 形 成 Hg)、 和 下 
取 复 数 共 罗 ， 其 结果 乘 以 1/,， 再 对 整个 空间 积分 .。 最 后 结 当 
与 取 Hf 乘 以 & 的 复数 共 罗 再 积分 的 结果 相同 。 通过 积分 
(Hg)*fdx (必要 时 分 部 积分 ), 容 易 证 明 这 是 对 的 。 
应 用 式 (4-15) 中 的 例子 , 式 (4-30) 左 边 是 
-2 dg 
-~ dx; 
i’ (Cg 未 
-1 


fax 十 | Vg*jdx 


2m 
om 


-eddrt | rear (4-31) 
(两 次 分 部 积分 )。 若 了 和 & 在 无 穷 远 处 降 到 零 ， 则 积 出 部 分 
等 于 零 , 所 以 式 (4-30) 成 立 ， 具 有 式 《(4-30) 给 出 的 性 质 的 算 
符 称 为 毛 米 算 符 。 在 量子 力学 的 所 有 情形 中 ,哈密 顿 量 都 是 
厄 米 算 符 。 对 于 比 上 面 所 考虑 的 更 复杂 的 情况 ， 遍 及 一 维 变 
量 * 的 积分 变 成 遍及 所 有 系统 变量 的 积分 (或 求 和 ). 

若 令 f 和 8 都 等 二 由， 则 得 


| ao)*eax 一 | p*(HY)ar, (4-32) 
若 史 满足 波动 方程 (4-14), 则 上 式 变 为 
OP™ gr * Op ys dl{p* 一 
| 霹 ba +| b gr"™ (J pdr ) 四 
(4-33) 
”这 就 是 说 ，Jw*wadr 是 一 个 与 时 间 无 关 的 常数 。 这 点 容 


易 解 释 。 若 几 是 适当 归 一 化 的 , 则 wy 是 在 x 处 找到 粒子 的 
几率 ; 于 是 , 这 个 积分 是 在 任何 地 方 找 到 粒子 的 几率 , 它 是 一 
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定 的 ( 即 是 1), 并 且 是 常数 。 当 然 ， 就 其 相关 的 波动 方程 而 
言 , 少 可 以 乘 以 任意 常数 , 并且 仍然 是 一 个 解 。 则 %*u 乘 以 
这 个 常数 的 模 方 ,积分 是 这 个 常数 模 方 . 

bg* 的 积分 是 常数 ， 对 于 我 们 定义 %y* 为 几率 幅 具有 
根本 性 的 意义 。 用 传播 子 的 概念 讲 , 这 意 恩 是, 若 在 4 时 刻 
f 是 波 函数 , 则 在 4 时刻 它 有 同样 的 模 方 积分 、 即 车 


6(2) 一 | KG ,DGDan， (4-34) 
则 
| o*C2?eC2)an — CDKDan (4-35) 


或 者 
i K*(25xs0 KC2Sr a f(r) (x) drxidridr 


一 | GF)an. (4-36) 
由 于 对 任何 f/, 上 式 都 成 立 , 我 们 必须 有 
| KE*C23x ,KC23x1 nd, — 6(r) — x1). (4-37) 


这 就 是 说 ,为 了 把 由 解释 为 几率 幅 ， 传 播 子 必须 满足 式 
(4-37)。 我 们 已 经 用 薛 定 谓 方 程 推出 了 这 点 。 直 接 用 定义 天 
的 路 径 积分 来 证 明 这 点 及 其 他 性 质 【 例 如 式 《4-38)》 和 问题 
4-7] 比 通过 微分 方程 来 证 明 可 能 更 好 些 。 当然, 这 样 做 是 可 
能 的 ， 但 证 明 过 程 不 会 像 推 导 这 样 基本 的 关系 那样 简单 和 灵 
巧 ， 人 们 可 以 用 如 下 步骤 证 明 式 《4-37): ”可 以 直接 从 表示 
exp(ieL/ 坟 ) 得 到 小 间隔 4 一 4 一 8 的 式 (4-37)。 再 由 归 
纳 法 ,就 得 到 完整 的 式 (4-37). 利 用 路 径 积分 处 理 量 子 力学 问 
题 的 不 利之 处 是 , 事实 上 , 涉及 或 的 关系 本 身 不 是 浅 
显 的 。 
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用 | > 3) 姜 以 式 (4-37) 再 对 1 积分 可 以 证 明 : 


| K*(2,)K(2,3)dzs = K(1,3), (4-38) 
其 中 4 之 4 之 4 将 其 与 4 之 4 之 4 时 的 [KC1,2)K(2,3) 


xdar 一 K(1, 3) 比较 . 我 们 可 用 下 述 方式 描述 第 二 个 关 
系 :由 三 时 刻 出 发 ，K(2,3) 给 出 了 其 后 时 刻 4 的 几率 幅 . 
若 我 们 希望 得 到 更 后 时 刻 4 的 几率 幅 , 则 可 以 用 传播 子 K(1， 
2) 来 做 到 这 点 ， 另 一 方面 ,车 已 知 ;时 的 几率 幅 , 我 们 希望 
回头 去 找 较 早 时 刻 a( 二 1) 的 几率 幅 , 则 可 以 按照 式 (4-38) 
用 函数 K*(2,1) 来 找到 它 。 因 此 ,我 们 可 以 说 , K*(2,1) 消 
除了 kK(1,2) 的 作用 . 
问题 4-7 证明: ”车 #4 <i ，、， 则 式 (4-38) 左 边 等 于 K*(3,1)。 


4-2 与 时 间 无 关 的 哈密 顿 量 


有 确定 能 量 的 定 态 ”哈密 顿 量 妃 与 时 间 无 关 的 特殊 情 
况 在 实际 中 是 很 重要 的 。 这 相应 于 作用 最 S 不 显 含 与 时 间 有 
关 项 的 情形 ; 即 例如 势 A 和 Vy 中 不 含 +。 在 这 种 情况 ,传播 于 
不 可 能 与 绝对 时 间 有 关 ,而 只 是 时 间 间 隔 4 一 4 的 半数 。 由 
于 这 个 事实 ,流通 数 是 时 间 的 周期 通 数 . 

研究 微分 方程 最 容易 看 出 有 些 什 么 结果 . 由 薛 定 将 方程 


(4-14) 出 发 ,我 们 试探 5 = f(1)$ (x) 形式 的 特 解 , 这 是 一 个 
只 含 时 间 的 函数 乘 以 一 个 只 含 位 置 的 函数 ， 将 其 代 人 薛 定 谓 
方程 ,得 


一 二 f Px) 一 HfCD)G (x) 一 人 DECx) (4-39) 


一 一 一 一 一 (4-40) 


此 式 左 边 与 x 无 关 ,而 右边 与 上 无 关 ， 若 它们 始终 相等 , 则 两 
边 无 论 与 变量 上 或 变量 x 都 无 关 ， 亦 即 每 边 都 必须 是 常数 . 
我 们 称 这 个 常数 为 E。 于 是 了 一 一 Qi 和 )Ef 或 三 一 exp 
x (一 iE1/ 六 )， 并 乘 上 一 个 任意 常数 因子 。 这样 ,此 特 解 有 下 
述 形 式 ; 


p(x,1) 一 |exp (一 二 Et)| $b (x), (4-41) 


其 中 中 满足 
Hs$ = Eg. (4-42) 


也 就 是 说 , 对 这 个 特 解 , 波 函 数 以 确定 频率 振荡 。 可见 , 疲 函 
数 振荡 的 频率 在 经 典 物 理 中 相应 于 能 量 ， 所 以 我 们 可 以 说 ， 
当 波 函数 是 这 种 特别 形式 时 ， 状 态 有 确定 能 量 已。 对 于 互 的 
每 一 个 值 ,都 必须 找 出 不 同 的 特定 函数 [方程 (4-42 ) 的 一 个 
解 ]. 

一 个 粒子 在 x 处 的 几率 是 该 处 波 函 数 汪 的 模 方 , 即 || 
由 于 式 (4-4), 这 等 于 151”, 并 且 与 时 间 无 关 。 即 在 任何 地 方 
找到 粒子 的 几率 与 时 间 无 关 .。 在 这 种 情况 下 ， 我 们 说 系统 处 
于 稳定 态 ， 所 谓 稳定 是 指 几 率 作为 时 间 的 函数 不 发 生变 化 . 

这 个 情况 与 测 不 准 原 理 多 少 有 点 联系 ; 对 于 我 们 精确 知 
道 能 量 E 的 情况 ， 必 人 然 完 全 不 能 确定 时 间 。 这 与 下 述 思 想 一 
致 ,处 于 特定 状态 中 的 原子 的 性 质 绝对 与 时 间 无 关 , 所 以 在 任 
何 时 刻 我 们 都 可 以 得 到 同样 结 朱 . 

假设 E, 是 一 个 可 能 的 能 量 ， 对 于 它 ， 方 程 《4-42) 有 解 
中 3 卫 : 是 另 一 个 能 量 值 ,对 于 它 ， 方程 (4-42) 有 另 一 个 解 
这 样 ,我 们 知道 了 薛 定 请 方程 的 两 个 特 解 , 即 


昌 和 7 。 


b= |exp(— EY) 中 (xz) 


) 
| 
(4—-43) 
| pba(%). 


和 
v2 一 [exp(— —— ~ Ex ) 
因为 薛 定 刘 方 程 是 线性 的 , 显然 , 若 几 是 它 的 解 , 则 cv 也 是 


它 的 解 。 并 且 , 若 由 是 它 的 解 ,和 又 是 它 的 解 , 则 4 与 ;的 
和 也 是 它 的 一 个 解 。 显然 ,函数 


中 一 ci exp( 一 二 Et )| p(x) 
te [exp( 一 三 Ey )| a(x) (4-44) 
也 是 醉 定 谓 方 程 的 解 . 


事实 上 ， 可 以 证 明 : 车 知道 了 E 的 所 有 可 能 值 及 其 相应 
的 函数 $， 则 方程 (4-14) 的 任何 解 罗 都 可 以 写成 这 些 有 确定 
能 量 特 解 的 线性 组 合 . 

正如 我 们 在 节 4-1 中 证 明 过 的 ,在 任何 地 方 ,粒子 的 总 几 
率 是 常数 .无 论 c, 和 c; 是 什么 值 ,这 一 点 总 是 正确 的 ,因此 ， 
应 用 少 的 式 (4-44) ,我 们 有 


|e*eaz 一 ci 16 ex 十 ct*e, {exp [三 (E, 一 ,| 
” | Broads 十 C1C3 exp| 一 二 (B Es): | 


| spar 十 c2c; | bi padxr. (4-45) 


因为 它们 给 出 的 结果 必定 为 常数 ,因此 , 对 于 c 和 c: 的 所 有 
可 能 的 选择 ， 时 间 变 量 项 (好 包括 exp[ 土 Gi /站 (Ei 一 EE,)t] 
的 项 ) 必 须 为 零 。 这 意味 着 ， 


| pipdx 一 | pipidr 一 0。 (4-46) 


久 团 沪 对 


任何 两 个 函数 和 & 只 要 满足 jf*gdx 一 0, 我 们 说 它们 是 正 
交 的 。 这 样 ， 式 44-46) 说 明 : 能 量 不 同 的 两 个 状态 是 正 交 
的 . . 

后 面 我 们 将 研究 诸如 Jf*gadx 等 表达 式 的 含义 ， 并 将 看 
到 , 式 (4-46) 记 述 了 下 述 事 实 : 若 已 知 一 个 粒子 有 能 量 EF,【 因 
此 波 函 数 为 yg 一 exp(iE11/)$1]， 则 发 现 它 有 另 一 不 同 能 
量 E, [风波 函数 为 exp (i1Ezt /#)92] 的 几率 幅 必 然 是 零 . 

问题 4-8 ”由 瑟 是 厄 米 的 这 一 事实 证 明 ,E 是 实数 。[ 在 式 (4-30) 
中 选 j= 二 8 二 9,1 

问题 4-9 ”由 互 是 厄 米 的 这 一 事实 证 明 , 式 (4-45) 成 立 ，[ 在 式 
(4-30) 中 选 /一 由 g 一 由] 

定 态 函数 的 线性 组 合 假设 相应 于 一 组 能 级 EB, 的 洛 
数 不 仅 是 正 交 的 ,而 且 也 是 妇 一 化 的 , 即 其 模 方 遍及 所 有 x 的 
积分 等 于 1。 于 是 我 们 将 有 


| BC) 8a) ds = Bom, (4-47) 


其 中 5, 是 克 并 内 克 5 符号， 它 的 定义 为 ， 当 2 关 姑 时 ， 
56m 一 0; 和 帮 当 2 二 % 时 ，6wm 一 1。 许多 函数 可 以 表示 为 这 
种 $s 的 线性 组 合 。 特别 是 ， 可 以 作为 波 遂 数 的 任何 孙 数 都 
能 够 如 此 表示 。 即 

fx) = >，avhn(x)， (4-48) 


系数 a 容易 得 到 ,用 pw%(x) 乘 方程 44-48 ) 两 边 再 过 及 
全 部 * 积分 , 即 得 


| pef lx) dr 一 之 ， on) bx lx = am, (4-49) 
这 样 ， 
dn = | pn x) x) dx (4-50) 


*。89 - 


于 是 ,我 们 有 恒等式 
1 = DD pale) | ps) dy 


表示 这 个 结果 的 男 一 个 有 意思 的 方式 是 利用 6 函数 的 定义 ， 
我 们 写 


-| [3 00 | wo. (4-51) 


6x 一 》) 一 之 | bax) pb* Cy). (4-52) 


可 以 用 这 些 函数 $,。 和 能 量 值 E, 表示 传播 子 K。 我 们 
通过 下 述 考 虑 来 做 这 件 事 .。 让 我 们 提出 问题 若 已 知 f(x) 
是 时 刻 4 的 波 函 数 , 那么 时 刻 靖 的 波 函 数 是 什么 呢 ? 在 任何 
时 刻 * 都 可 以 把 它 写 为 

中 (xz ) 一 一 之 Cn exp (一 地 Et )| 中 (xz) 。 (4-53) 


因为 它 是 薛 定 谓 方 程 的 解 ,并 且 任 意 解 都 可 以 写成 这 种 形式 ， 
但 是 在 时 刻 a, 我们 有 


f (x) = 一 p(x, i) 一 Fjes 


op (= Em )| pn(%) 


= > arpnlx), (4-54) 
因为 我 们 总 可 以 用 式 (4-48) 的 形式 表示 f(x)， 所 以 我 们 得 到 
cs 一 anexb (地 Es). (4-55) 


中 (x 312) 一 > cexp( 一 去 En ) pn lx) 


地 = 1 


一 一 


。 90 。 


一 > a exp {Eats 一 | 中 jx) 
(4-56) 
对 于 系数 a。, 应 用 式 (4-50), 得 


bzsp) 一 > bux) | co 全 二 EC 一 


| BO dy = | DD) bal) bly) 


| ep- 二 Eee 一 回首 oa。 (4-57) 
最 后 这 个 式 子 用 时 刻 二 的 波 函数 f(x) 完全 决定 了 时 刻 
4 的 让 函数 ， 以 前 我 们 曾 用 下 式 表示 过 这 一 关系 ; 
Bas) = | Kssnsy sf)ay, (4-58) 
将 上 式 与 式 (4-57) 比 较 ,我 们 最 终 得 到 了 定义 传播 子 K(2,1) 
的 表达 式 : 


K(x2st2a3 Xisti) 一 2 pn(x2) Pilx1) 


入 二 1] 
* exp | 一世 E,(s; 一 | 


当 总 全 一 0 当 wt, (4-59) 
问题 4-10 证 明 式 (4-59) 中 定义 的 K 满足 藤 定 请 方程 . 
使 天 的 这 个 表达 式 变 换 成 更 方便 的 表示 式 是 非常 有 用 
的 ， 所 谓 更 方便 的 表示 式 是 指 完全 用 微分 方程 (4-42 ) 的 解 来 
表示 传播 子 ,而 后 者 本 来 是 一 个 路 径 积 分 ， 
问题 4-11 对 于 三 维 自由 粒子 证 明 : 解 


Pp = Xp (#P . ") (4-60) 


-9 * 


具有 能 量 名 = 靖 /2mm。 把 关 贡 p 着 作 下 标 * 并 注意 到 正 交 性 . 即 ， 只 
要 p 天 P'， 便 有 


因此 ,自由 粒子 传播 子 必 然 是 
Krsstas Tot ) 一 Dexp|—E#P 。 (r, rr)— 


i (一 9)|. 
(4-62) 
因为 p 是 分 布 在 一 个 连续 区 域 中 的 ， 所 以 遍及 “记号 ”p 的 求 和 实际 上 
等 价 于 遍及 p 的 所 有 值 的 积分 ， 即 
走 续 | op 
之 ( ) -| (ri (4-63) 
这 样 ,我们 找到 了 由 下 式 给 出 的 自由 粒子 传播 子 : 
Ko(Cra zy ri ) 一 | = [=#? 。 (rr, — r,) 
i 一 
问题 4-12 ”通过 配 平方 来 完成 积分 (4-64)。 证 明 会 得 到 自由 粒 
子 传播 子 的 形式 { 即 式 (3-3) 的 三 维 形式 】. 


(4-64) 


4-3 自由 粒子 波 函 数 的 归 一 化 


像 问 题 4-11 中 那样 给 出 的 自由 粒子 传播 子 的 推导 方法 
是 不 能 令 人 满意 的 ;有 两 个 互相 有 关 的 理由 ， 第 一 ,如 果 状 态 
处 于 一 个 连续 区 域 中 (如 对 于 自由 粒子 ,任何 p 都 是 允许 的 )， 
则 式 (4-62 ) 中 使 用 的 对 分 立 态 + 求 和 的 思想 不 能 令 人 满意 , 
第 二 ,自由 粒子 的 平面 波 函 数 虽 然 是 正 交 的 , 却 不 能 归 一 化 ,就 


是 说 ,| arear 一 | 1 az 一 co， 因 此 ,推导 式 (4-62) 所 用 


过 的 条 件 (4-47) 不 能 满足 ， 可 以 用 一 个 完全 直截了当 的 数学 
方法 把 它们 都 克服 掉 。 让 我 们 回 到 把 任意 盟 数 表示 成 本 征 画 
数 之 和 ,然后 开始 推导 ， 


* 92.。 


f(x) 一 > anpn(*), (4-65) 


有 


现在 我 们 允许 状态 一 部 分 (甚至 全 部 ) 处 于 一 个 连续 区 域 . 因 
此 ， 对 盖 的 求 和 至 少 必须 部 分 地 由 积分 代替 。 用 数学 上 的 遭 
慎 方 法 ,人 们 可 以 找到 有 & 的 正确 表达 式 , 它 与 式 (4-62) 类 似 ， 
而 且 当 状态 是 在 连续 区 内 时 也 可 以 使 用 . 

. 戎 归 一 化 许多 物理 学 家 喜欢 另 一 个 不 那么 严格 的 方 
法 。 他们 用 下 述 方 式 修改 原来 的 问题 ; 这 个 方法 出 于 物理 原 
因 ， 不 是 根本 上 修改 结果 ,而 仍 让 状态 有 分 立 能 量 ,所 有 简单 
求 和 现在 仍 是 简单 求 和 。 在 我 们 的 例子 中 ， 可 以 用 下 面 方法 
完成 这 点 。 我 们 所 研究 的 是 在 有 限时 间 内 ,粒子 于 时 刻 4 从 
xl 点 开始 ;于 时 刻 扎 跑 到 *: 点 的 几率 幅 。 若 这 两 点 只 是 分 开 
一 个 有 限 距离 ,并 且 时 间 不 是 特别 长 , 则 确实 , 无 论 粒 子 是 真 
正 自由 的 还 是 关 在 体积 为 了 的 某 个 巨大 箱子 (其 壁 远离 和 
xza) 中 ,所 得 到 的 几率 幅 没 有 什么 明显 不 同 。 仅 当 在 时 间 1-4 
内 粒子 可 能 跑 出 箱 壁 又 再 回去 ， 几 率 幅 才 会 受到 影响 ， 但 若 
箱 壁 相距 足够 远 ， 那 么 出 现 上 述 情 况 的 几率 幅 就 可 以 忽略 不 
计 。 

这 个 假设 对 某 种 特殊 形状 的 箱 壁 会 失效 总 是 可 能 的 ， 例 
如 , 当 x 处 于 从 x 出 发 .又 由 壁 反 射 回来 的 波 的 聚焦 点 上 时 ， 
就 是 这 样 。 有 时 有 些 人 用 处 于 大 球形 箱子 中 心 的 系统 来 代替 
真空 中 的 系统 ,这 样 就 会 带 来 一 定 误 差 。 事实 上 ,精确 地 位 于 
一 个 完整 的 球 中 心 的 系统 可 能 有 一 种 效应 〈 像 一 个 非常 圆 的 
物体 阴影 中 心 有 一 个 亮点 )， 当 球 半 径 趋向 无 限 大 时 ， 它 也 不 
会 消失 .对 于 另 一 种 形状 ,或 系统 偏离 球 心 ,这 种 表面 效应 就 

会 消失 ， 
: 首先 考虑 一 维 情形 .于 是 ,真空 中 与 空间 有 关 的 疲 轴 数 是 
exp， (ipx/ 庆 (任何 了 正 的 或 人 负 的 )， 比 如 说 ,如 果 z 的 区 域 


+ 人 3 


只 限制 在 一 L/2 和 上 /2 之 间 , 那 末 中 会 是 什么 样 的 函数 呢 ? 

答案 与 边界 条 件 规 定 风 在 x 一 一 L/2 和 x 一 L/2 上 的 值 有 

关 . 物理 上 最 容易 理解 的 条 件 是 : 对 粒子 来 说 ， 壁 是 一 个 非 

党 高 的 排斥 势 ， 因 此 把 粒子 囚禁 起 来 了 ( 即 完全 反射 )，。 这 相 

当 于 当 x 一 一 L/2 和 x 一 上 /2 时 ，$(x) 一 0。 波动 方程 

_F og 

2m Ox’ 

在 1xz| 天 工 /2 区 域 中 ,相应 于 瑟 一 户 /2m 一 六 久 /2m 的 解 
是 


= Eg (4-66 ) 


exp(ikx) 和 exp( 一 iRx) 
以 及 它们 的 任何 线性 组 合 。 除 非 《 一 nx/L (wn 是 整数 ), 否 
则 无 论 exp(iXx) 还 是 exp( 一 故 *) 都 不 能 满足 边民 条 件 . 
2 是 奇数 时 取 它 们 两 者 之 和 的 一 半 ( 这 是 cosAx)， 而 当 是 
偶数 时 取 它 们 两 者 的 差 再 乘 以 i/2 (是 sin x), 便 给 出 令 人 
满意 的 解 ,正如 图 4-1 所 示 . 这 样 ， 状态 函数 是 正 流 和 余弦 而 


能 级 是 分 立 的 ( 即 不 连续 ). 
若 把 解 写 为 
有 coskKx “和 2 sinkx, 
L L 
四 因为 | 
1 [2 coskz ) ) az 一 1。 (4-67 ) 


遍及 状态 求 和 就 是 遍及 7 的 求 和 ， 比如 说 ， 若 我 们 考虑 工 非 
常 大 而 x 不 大 ( 箱 壁 远离 所 讨论 的 点 ) 时 的 正弦 波 函 数 (这 桩 ， 
2 取 侦 数 ), 则 相继 浮 数 之 差 只 是 一 个 小 量 : 


| sin 2xCn + 1) 二 一 sin 2 xn 三 | 
L L 
= 2 2 Cos 2 nix sin 2r -二 
L 2 L 
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全 2 2 cos 27 (» 十 二 半 ， (4-68) 
L 2 / 工 


Pry #=0O pd 


图 4-1 一 维 箱 轨 一 化 波 防 数 的 形状 . 画 出 了 头 四 个 . 它们 

相应 的 能 级 是 BE, 一 Br /2mL’, ER, ~— 4E,, Ey 一 9 ,Ee 

168,。 对 于 实际 间 题 ,这 几 的 能 量 的 绝对 大 小 并 不 重要 , 因为 

它 与 我 们 虚构 的 箱子 尺度 有 关 ， 而 各 个 状态 能 级 之 间 的 关系 
是 有 意义 的 


这 个 差 近 似 地 正比 于 一 个 小 量 x/ 寺 。 因 此 , 对 w 求 和 可 以 用 
遍及 《一 2nx/L 的 积分 来 代替 。 因为 的 各 个 相继 的 允许 
值 《对 于 正 蓄 涵 数 ) 之 闻 的 差 值 为 2x/L， 所 以 A 区 间 中 有 


= Ak 个 态 。 所 有 这 些 ,对 波 函 数 是 余弦 的 态 也 适用 ， 因 此 ， 
在 我 们 的 公式 中 ,可 以 用 积分 代替 求 和 : 

>)1( ) 一 人 ) 和 8 工 ; (4-69) 
记 住 , 要 对 两 类 波 函数 ( 即 V 2/L coshx 和 A 2/L sinkx) 都 


运用 这 个 结果 并 且 相 加 起 来 . 
用 sinkx 和 coskx 作 波 通 数 常常 不 方便 、 我 们 更 愿意 


5 。 


用 其 线性 组 合 exp(ikx)== coskx 十 isinkx 和 exp( 一 大 xz) 一 
coskx 一 1sinRx*。 由 于 我 们 的 箱子 限制 ， 我 们 不 得 不 用 正 弱 
和 余弦 , 而 不 用 其 线性 组 合 , 因为 对 于 给 定 的 太 , 只 有 其 中 一 
个 (正弦 或 余弦 ,而 不 是 两 者 同时 都 是 ) 是 问题 的 解 。 但 是 若 
可 以 忽略 由 & 的 这 些小 差别 引起 的 小 误差 ， 则 我 们 仍 可 期 望 
从 这 些 新 的 线性 组 合 得 到 正确 结果 .将 其 归 一 化 后 是 


V i/Lexplikx) 和 V Il/Lexp(—ikx). 


因为 波 exp( 一 砍 xz) 可 看 成 是 丸 取 负 值 的 被 exp《(iRx)， 于 是 
我 们 的 新 程序 (包括 两 类 波 函 数 的 相 加 ) 变 成 了 下 述 实际 规 
则 : 

为 了 处 理 自 由 粒子 波 函 数 exp (ikx)， 将 它们 在 长 度 为 


工 的 x 区 域 中 归 一 化 [ 即 令 6 一 V1/L exp(ikx)]，,， 并且 用 
& 的 积分 代替 对 状态 的 求 和 ，。 其 规则 为 ， 在 到 万 十 o% 的 
区 域内 ,状态 的 数目 是 Lak/2x， 的 区 间 是 一 00 到 oo. 

周期 边界 条 件 ”有 时 ,用 下 面 的 论述 来 避免 在 正弦 、 余 
芒 及 指数 之 间 兜 圈子 。 因 为 箱 壁 无 论 如 何 是 人 为 的 ， 所 以 只 
要 它 足够 远 ， 它 的 特定 位 置 和 特定 边界 条 件 就 不 应 该 产生 任 
何 物 理 差别 .因此 ,可 以 不 用 物理 上 的 简单 条 件 , 即 在 x 二 LL/2 
和 x ~ 一 L/2 处 由 一 0， 而 代 之 以 另外 两 个 条 件 ， 由 它们 
确实 会 直接 得 到 解 exp( 克 rz)。 它 们 是 


上 让) __L 
$(#) (在 x 一 竺 处 ) 一 和 Co (在 一 一 二 处) (4-70) 
和 
_ Ly 人 4- 
(x) (在 x 一 上 处) 一 (x) (在 x 一 一 所 处 ) (4-71) 
因为 在 整个 空间 内 。 要 求 由 以 * 一 工 为 周期 而 周期 性 变 
化 会 导致 同样 结果 ,所 以 这 又 称 为 周期 边界 条 件 。 容 易 证 实 ， 
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函数 V 1/Le'** 是 解 ,在 区 域 工 中 归 一 化 ,只 要 一 2zrn/ 工 。 
其 中 4 是 整数 ( 正 数 、 人 负数 或 零 )、 由 此 直接 得 出 我 们 的 规 
则 . 

在 三 维 空间 ,我 们 可 以 看 到 ,使 用 在 三 个 方向 上 边 长 各 为 
Ls、Ly、L， 的 矩形 箱子 会 有 什么 结果 .让 我 们 使 用 周期 性 边 
界 条 件 ， 即 在 一 个 面 上 各 点 的 波 函 数 的 大 小 和 一 阶 导数 分 别 
等 于 对 面相 应 点 上 波 通 数 的 大 小 和 一 阶 导数 。 归 一 化 的 自由 
粒子 波 函数 是 


二 pliken) /二 “pC 十 exp (1ksz2) 
元， L, 工 ， 


exp (ik .rr)， (4-72) 


其 中 VV = 工 ,L,L， 是 箱子 的 体积 ; AAA 的 人 允许 值 分 别 
是 2xnc/Ls、2 zny/Ly、2 zns/L:， 式 中 pn:、ny、ns 都 是 整 
数 。 进而 ,; 在 ak; 范围 内 、k 在 dky 范围 内 、%, 在 改 。 范 
围 内 解 的 数目 是 / z 

QR CA， CA z 

0 
即 在 体积 VV 中 , 归 一 化 的 平面 波 为 V 1/V exp(ik . r)。 在 区 
域 42k (k 空间 中 的 微分 体积 ) 中 的 状态 数 是 Vdk/ (2x)” 

让 我 们 把 这 些 用 于 问题 4-11， 再 回顾 节 3-1 阐述 过 的 
动量 与 波 数 的 关系 了 = 就 。 在 式 (4-64) 中 必须 做 两 点 变化 . 
第 一 , 因为 过 去 用 的 波 函 数 是 exp (ip . */), 而 这 里 用 的 是 
V 1JVexp(ip -rz/5。 所 以 当 两 个 波 函数 相 乘 时 ， 会 包含 另 


外 一 个 因子 1/F。 第 二 ,必须 用 六 |( )asp/(2rj)* 代替 符号 
六 〈( )， 这 就 证 明了 节 .4-2 的 作法 是 合理 的 ,也 证 明了 问题 
如 1 
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4-11 中 给 出 的 结果 。 

注意 ,因子 了 最 后 抵 销 了 , 实际 上 它们 也 必须 是 这 样 , 因 
为 当 了 ->co 时 ,传播 子 K 必定 与 箱子 的 大 小 无 关 ， 

关于 数学 严格 性 的 一 些 评 注 ” 看 到 计算 的 最 后 结果 ， 


体积 了 被 抵 销 了 ,读者 可 能 有 一 个 或 二 个 反应 。 一 个 可 能 是 : 


怎么 那么 巧 ! . 它 如 应 该 那样 地 被 抵 销 了 ， 以 使 箱 壁 没有 影 
响 ? 另 一 个 也 许 是 ， 为 什么 要 用 这 种 复杂 的 “不 干净 ”又 不 严 
格 的 方式 来 做 这 件 事 ? 加 了 箱 壁 , 它 又 没有 带 来 什么 差别 ,等 
等 ;所 有 这 些 本 来 可 以 做 得 远 为 细致 一 些 ; 严 格 的 数学 论证 并 
不 需要 箱 壁 ; 等 等 ， 有 什么 反映 取决 于 你 注意 的 是 物理 还 是 
数学 ， 关 于 物理 学 中 数学 严格 性 的 地 位 问题 ， 数 学 家 和 物理 
学 家 之 间 有 许多 误解 ， 因 此 ， 这 里 议论 一 下 每 种 方法 〈 箱 归 
一 化 或 数学 严格 方法 ) 的 价值 或 许 是 适宜 的 . 

当然 ， 有 一 个 比较 不 值 一 提 的 论点 哪个 方法 最 容易 为 
人 熟悉 ,也 就 是 哪 一 个 需要 的 新 知识 最 小 。 以 前 ,大 多 数 物 理 
学 家 已 经 看 到 过 关于 如 何在 箱子 中 计算 状态 的 论述 . 

另 一 个 论点 是 ,数学 严格 解 在 物理 上 可 能 并 不 是 严格 的 . 
即 箱子 在 事实 上 可 能 存在 ， 它 可 能 不 是 矩形 箱子 、 但 是 试验 
经 常 不 是 在 露天 ， 而 是 在 房间 里 进行 的 。 尽 管 “ 箱 壁 没 有 影 
响 ” 这 点 在 物理 上 是 有 道理 的 ,原来 的 问题 也 确实 是 理想 化 的 
体系 。 把 箱 壁 移 至 无 穷 远 与 代 之 以 远 远 相对 的 精致 镜子 相 
比 ， 并 不 是 更 令 人 满意 的 理想 化 方案 。 在 第 一 种 理想 化 情况 
中 ,数学 严格 是 被 浪费 了 ,因为 箱 壁 并 不 是 在 无 穷 远 . 

箱 壁 方法 是 恰如其分 地 严格 ,或 者 说 是 恰如其分 地 不 严 
格 。 它 有 几 个 优点 。 例 如 ， 在 发 现 体积 抵 销 的 过 程 中 我 们 了 
解 到 ， 理 想 化 箱 壁 至 少 有 一 个 方面 ( 即 它们 离 多 么 远 ) 是 不 重 
要 的 。 这 个 发 现 使 我 们 具有 更 直接 的 信念 ; 环境 的 实际 安排 
并 不 重要 .最 后 ,实际 上 , 当 我 们 遇 到 有 限 样 唱 时 , 已 推出 的 
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公式 非常 有 用 、 例 如 在 第 八 章 。 我们 将 用 它 去 计算 大 方形 的 
物质 块 中 的 声波 模式 . 

另 一 方面 ,数学 清晰 论述 的 优点 在 于 :, 它 避免 了 许多 不 必 
要 的 相互 抵 销 的 细节 。 尽 管 使 用 箱 壁 方法 人 们 可 以 了 解 箱 壁 
怎样 不 会 产生 影响 的 有 关 情 况 , 人 们 还 是 可 以 确信 ;无论 如 何 
这 个 方法 是 正确 的 ,并 且 不 希 记 转 向 细节 来 重新 研究 它 ， 

归 一 化 问题 是 一 个 特例 ， 但 是 它 说 明了 这 一 点 。 物 理学 
家 不 能 理解 ,在 处 理 理想 化 了 的 物理 问题 时 ,数学 家 那么 小 心 
谍 合 .物理 学 家 知道 ， 实 际 问题 远 为 复杂 .问题 已 经 被 直觉 
简化 ,直觉 去 掉 了 不 重要 的 成 份 ,而 对 剩 下 的 部 分 还 常常 采用 


第 五 章 测量 与 算 符 


至 此 ,我 们 已 经 描述 了 一 些 量子 力学 系统 ,似乎 我 们 只 打 
算 测 量 位 置 坐 妹 和 时 间 . 了 确实， 所 有 对 量子 力学 系统 的 测量 
最 终 都 可 以 归结 为 测量 位 置 和 时 间 ( 例 如 ,仪表 上 指针 的 位 置 
或 粒子 飞行 时 间 )。 由 于 有 这 个 可 能 性 ,因而 借助 于 位 置 测 量 
而 系统 化 了 的 理论 原则 上 完全 足以 描述 所 有 现象 。 然而 , 方 
便 的 作法 是 ,力争 直接 回答 涉及 诸如 测量 动量 等 问题 ,而 不 坚 
持 设 备 的 最 原始 记录 必须 是 位 置 测量 值 ， 也 不 详细 分 析 把 动 
量 信 息 转化 成 记录 位 置 的 那 部 分 仪器 。 因 此 ， 这 一 章 不 再 集 
中 于 粒子 有 确定 位 置 的 几率 幅 , 我 们 将 盖 述 发 现 动 量 ,能 量 或 
其 他 物理 量 为 某 一 确定 值 的 几率 幅 的 概念 . 

本 章 第 一 节 将 说 明 如 何 用 动量 和 能 量 来 描述 一 个 系统 . 
这 里 学 到 的 概念 将 在 第 二 节 推 广 ， 以 便 普遍 描述 表示 量子 力 
学 系统 的 各 种 方法 。 有 一 些 我 们 能 进行 各 种 表象 的 相互 转换 
的 变换 函数 ， 它 们 有 许多 有 意义 的 性 质 ， 其 中 有 前 一 章 引 入 
的 算 符 概 念 ,我 们 将 在 本 章 第 三 节 作 进一步 讨论 ， 


3-1 动量 表象 

动量 几率 幅 ”迄今 为 止 ， 我 们 已 经 用 了 以 粒子 位 置 来 
未 述 的 几率 概念 。 但 是 ,如 果 我 们 希望 测量 动量 , 那么 , 是 否 
有 一 个 几率 幅 $(p)? 其 模 方 会 给 出 测量 动量 时 粒子 动量 为 
P 的 几率 Pl(p). 事实 上 , 确 有 这 样 的 几率 幅 , 而 且 我 们 很 容 
易 找 到 它 . 

某 些 测量 动量 《或 其 他 物理 量 ) 的 方法 相当 于 测量 位 置 ， 


。 TO。 


因此 ,只 要 我 们 知道 如 何 分 析 坐 标 测 量 , 就 可 以 分 析 它 们 ， 例 
如 ,一 维 情形 ,假设 一 个 粒子 在 :一 0 时 的 位 置 在 x 轴 原 点 附 
近 的 土 6 之 间 。. 这 个 不 确定 量 可 以 随意 地 大 ,只 要 它 有 限 . 
我 们 可 以 用 飞行 时 间 技 术 测 量 这 个 粒子 的 动量 ; 即 我 们 可 以 
观察 粒子 在 时 间 :一 了 内 移动 (假设 没有 任何 力 ) 的 距离 . 老 
位 置 是 x+, 则 速度 是 x/T， 动量 是 p 一 mx/ 了 ， 动 量 测量 的 
误差 为 士 m2&/T。， 只 要 了 足够 大 ， 就 能 使 这 误差 小 到 符合 要 
求 . 

我 们 来 分 析 按 这 个 实验 决定 的 动量 几率 P(z). 动量 在 
P 和 十 dp 之 间 的 几率 Plp)dp 是 下 面 这 一 情况 发 生 的 几 
率 P(x)dx， 即 车 所 有 影响 粒子 的 势 突然 消失 则 在 时 间 T 之 
后 会 在 点 * 和 * 十 dx 之 间 发 现 粒子 的 几率 。 当 然 ， 这 就 要 
求 我 们 用 p 一 mx/T 把 ?与 x 联系 起 来 。 设 粒 子 在 :一 0 
时 的 波 函 数 由 f(y) 给 出 ， 我 们 的 问题 是 要 找 出 直接 用 f(y) 
表示 的 PCp). 

粒子 在 时 间 :一 了 内 到 达 x 点 的 几率 幅 是 


pz,T) 一 | KolxsT3y,0f9)dy, (5-1) 
用 自由 粒子 传播 子 K。 代 入 后 ,这 个 表达 式 变 成 
p(x,T) = i 


ji 2 正太 AT 
了 入 
) dy 5-2 
二 1 2 下 f(y)ay (5-2) 


这 个 几率 幅 的 模 方 给 出 粒子 在 x* 和 x 十 dx 之 间 的 几 
率 ， 按 照 我 们 的 定义 ,在 了 一 0 极限, 这 与 粒子 的 动量 在 
与 p 十 dp 之 间 的 几率 恒 等 . 


dx 
P(x)dr =— 
(dr 一 Ap 


[| 《7 一 24y) | /04 
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一 plpdp 当 7->%. (5-3) 
再 代 人 p 一 mx/T， 并 取 T -> oo 的 极限 , 结果 是 


| [exp (2 _ ) ta. (5_4) 


我 们 早已 假定 ， 开始 时 粒子 应 限制 在 原点 附近 士 的 区 
域内 。 这 意味 着 ,对 于 绝对 值 大 于 5 的 》, 初始 疲 函 数 f(y) 降 
到 零 。 现在 随 着 了 变 大 ,， 量 im2/2#T 变 到 小 得 可 以 忽略 的 
程度 。 因 为 绝对 值 大 于 2 的 > 对 积分 (5-4) 没有 贡献 ， 几 素 


dp 
Pp)dp 一 上 
2 


区 5-1 自由 飞行 粒子 在 时 间 间 隔 了 内 到 达 位 置 的 几率 幅 
由 两 个 函数 的 乘积 决定 .， 第 一 个 是 粒子 从 某 个 位 置 y 开始 的 
几率 幅 ; 如 图 中 阴影 曲线 所 示 . 第 二 个 从 7y 跑 到 * 的 几率 幅 是 
自由 粒子 传播 子 K(x,T; y,0)， 如 图 中 波长 缓慢 变化 的 正弦 
波 所 示 . (其 中 我 们 把 最 终 位 置 x 当 作 这 个 阻 数 的 原 态 ,因为 
y 是 我 们 的 变量 . ) 若 与 Ky》 是 非 零 的 距离 一 到 十 2 相 比 
较 , 点 苇 距 原点 很 远 , 则 这 个 波 的 波长 近似 为 常数 。 波 的 近似 
形式 为 - exn[《 一 :| 站 mx/T)y].。 这 两 个 削 数 乘 在 一 起 并 对 
y 积分 , 便 获 得 最 后 到 达 的 几率 幅 ， 因 为 在 相同 时 间 人 内 ;所 
有 粒子 都 飞行 近似 相等 的 距离 +《 还 假设 x 六)， 甩 以 这 个 
最 终 的 几率 幅 等 价 于 粒子 有 动量 ”一 mxjT 的 几率 由 
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Pp)dp 近似 为 dp/2xf 乘 以 下 面 几率 柱 的 模 方 5: 
pp — | erp (i )f Cay. (5-5) 


这 个 结果 的 另 一 种 解释 由 图 5-1 给 出 ， 并 由 图 5-2 进一步 展 
开 . 

式 《5-5) 给 出 的 动量 几率 幅 的 表达 式 适用 于 一 维 情况 . 
容易 将 这 个 定义 推广 到 三 维 情 形 , 这 时 动量 几率 幅 是 


4Cp) 一 | ep- Cp Yar], (5-0) 


其 中 ， 假 定 波 函数 f(r) 在 三 维 坐 标 空间 的 所 有 点 上 有 定义 . 
这 是 :一 0 时 粒子 具有 动量 的 几率 幅 ，( 注 意 ,在 :一 了 时 
它 没有 定义 ， 时 间 间 隔 是 测量 装置 的 一 部 分 ， 它 可 以 改变 
而 不 影响 动量 几率 幅 。) 这 个 几率 幅 的 模 方 乘 以 动量 微分 元 ， 
就 给 出 了 动量 ?在 三 维 动量 空间 间隔 2p/(2zhi) 内 的 几率 . 

我 们 已 经 分 析 了 以 飞行 时 间 技 术 为 基础 的 动量 测量 。 然 
而 ， 这 种 分 析 也 适用 于 其 他 技术 。 分 析 测 量 动量 的 任何 技术 
都 会 给 出 同样 的 动量 几率 幅 。 假定 测量 同一 个 量 (动量 ) 有 两 
种 方法 (或 技术 ), 若 其 中 之 一 给 出 的 结果 与 另 一 个 不 同 , 则 我 
们 必须 解释 为 什么 这 个 或 另 一 个 仪器 出 错 了 .因此 ,如 果 同 意 
飞行 时 间 技术 是 测量 动量 的 适当 方法 ， 那 末 ， 只 要 系统 处 于 
1(y) 态 , 任何 其 他 测量 动量 的 仪器 必须 给 出 同样 的 动量 分 布 
结果 P(p)dp. 任何 测量 动量 仪器 的 结果 分 析 都 会 给 出 动量 
p 的 几率 幅 的 相同 表示 $(p)， 顶 多 可 能 差 一 个 无 关 紧 要 的 


1) 许多 作者 愿意 把 因子 1/2 zx 声 说 成 是 在 $Cp》 的 定义 中 的 一 部 分 ， 在 那 
几 , 它 表示 为 11V 2 无， 然而 ， 按 照 节 4-3 中 的 叙述 ,我们 乐于 把 它 号 
成 我 们 已 经 用 过 的 形式 , 并 记 住 ,对 于 每 一 维 空间 , 动量 的 微分 元 总 包括 
因子 1/2x 廊 例如, 三维 动量 空间 中 动量 的 微分 元 是 dp/(2r#). 
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5-2 ” 若 几 率 幅 Ky) 近似 为 局 期 函数 ， 其 波长 与 覆盖 其 上 
的 传播 子 波 长 相等 [如 (a) 所 示 ] 。， 则 两 个 图 数 乘 积 的 积分 很 大 即 
动量 为 p 二 mx/ 了 T 的 几率 很 大 . 


另 一 方面 , 若 某 新 隐 数 f(y) 的 波长 与 传播 子 波 长 不 同 , 如 (Pb) 
所 示 ， 则 取 乘 积 后 不 同 y》 值 对 积分 的 贡献 会 互相 抵 销 。 于 是 , 动量 
为 xf 了 的 几率 很 小 . 

如 果 选 择 二 个 新 的 位 置 * 做 为 终点 ,如 (c) 所 示 ， 则 传播 子 曲 
线 的 新 区 域 复 阑 了 一 5 到 二 2 空间 ， 对 于 正确 选择 的 x* ， 这 个 新 
区 域 中 的 传播 子 波长 与 f(y) 的 相等 , 结果 几率 很 大 ; 即 这 个 粒 于 
取 新 的 动量 值 p 一 mx'/T 的 几率 很 大 


常数 位 相 [ 即 6 为 常数 的 因子 exp(i8)]， 作 为 一 例 ， 考 碟 下 
面 的 问题 . 
问题 5-1 考虑 任何 一 个 设计 得 用 经 典 近 似 方 法 来 测量 动量 的 实 


验 装 置 , 例如 磁场 分 析 仪 . 用 前 几 节 概括 的 方法 分 析 仪 器 .证明 会 得 
到 动量 几率 幅 的 同样 结果 ， 


变换 到 动量 表象 ”我们 已 经 把 J《R，:) 叫做 时 刻 
粒子 处 于 R 点 的 几率 幅 。 也 已 经 找到 动量 几率 幅 是 


。 
$lps) —| emp| 一 二 Cp .R)| CR, AR (5-7) 


我 们 将 称 它 为 在 + 时 刻 粒 子 动量 为 p 的 几率 幅 

与 坐标 表象 相 比 ,更 常用 动量 表象 来 分 析 问 题 ,或 者 象 人 
们 常 说 的 那样 ,与 坐标 空间 相 比 ,更 经 常 在 动量 空间 中 分 析 问 
题 ， 实 际 上 ,这 两 种 表象 中 的 互相 转换 正 是 一 个 传 里 时 变换 
这 样 , 若 已 有 动量 表象 而 希望 找到 坐标 表象 我 们 用 下 式 给 出 
的 逆 变 换 : 

oR = | sp R)| Cpc 人 (5-8) 


可 以 用 描述 其 他 几率 幅 结 构 时 使 用 过 的 同样 物理 词汇 来 
描述 这 一 公式 。 粒子 处 于 位 置 R 的 几率 幅 由 对 所 有 可 能 情 
况 的 和 给 出 。， 在 这 种 情况 下 ，。 各 种 可 能 情况 相应 于 两 项 的 乘 
积 。 其 中 之 一 是 粒子 动量 为 P 的 几率 幅 ， 由 4$(p) 给 出 ， 男 
一 项 exp(ip . RR/ 说 ,是 :” 若 粒子 动量 为 p， 它 便 是 处 于 位 
置 R 的 几率 幅 。 我 们 对 第 二 项 并 不 卫生 ， 在 问题 3-4 中 已 
讨论 过 这 个 表达 式 . 

注意 ;在 变换 式 (5-7) 中 ,指数 函数 中 有 负 号 。 这样 的 项 
可 用 与 上 一 段 相 似 的 方式 来 描述 ; 即 我 们 可 以 说 ,exp( 一 ip， 
民 /) 是 若 粒 子 处 于 位 置 民 , 它 就 有 动量 Pp 的 几率 幅 ， 

动量 表象 中 的 传播 子 在 革 3-4 中 我 们 已 经 说 明 、 如 
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何 从 前 一 时 九 的 波 函 数 导 出 特定 时 刻 疡 的 波 函 数 ， 这 要 借 
助 于 在 4 和 4 之 闻 描 述 粒 子 运动 的 传播 子 。 即 
GR) 一 | | K(Rs,n; Rs) pCR, 1) ER, dr. 
(5-9) 
也 可 以 定义 动量 空间 中 的 传播 子 , 它 在 对 应 的 表达 式 中 使 用 . 


这 样 ，ss 时 刻 的 动量 几率 幅 可 以 由 早 一 时 刻 4 的 动量 几率 幅 
推出 : 


12 | pi 
中 P:， 12) = | | AH (Pi,t2; Psi) 


“ $(Ppisn) 77 < dt. (5-10) 

在 式 (5-9) 中 ,用 式 (5-8) 代 替 4(R,,t)， 再 取 4(R;,12) 

的 傅 里 时 变换 ， 以 便 求 得 $(p;,12)， 就 象 在 式 (5-7) 中 那样 ， 

我 们 看 到 ， 动 量 表象 中 的 传播 子 由 坐标 表象 中 的 传播 子 表示 
的 表达 式 是 


RrR, £ 】 
oftr(plszipuyn) 一 | | emp| 一 二 Cp， :Ra) |K (Rss tsRiss) 
.exp [Ce :RD ] ERARs. 5-10 


例如 ,在 动量 空间 中 描述 自由 粒子 运动 的 传播 子 是 
Ho P12 Ps 11) 


[| (Cp, . R,) Ko Rat;Rsn) | 


”EXp | 三 (pi - R,) | aR.aR, 


加 | (2x#)6 (Pp, 一 pr) exp| 一 pl 《2 一 1) 当 过 hs 
0 当 避 挟 六 (5-12) 
[最 后 一 行 来 源 于 约定 《4-28),] 这 个 表达 式 中 出 现 6 函数 
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表明 ,自由 粒子 的 动量 不 变 , 如 图 5-3 所 示 。 然而。 动量 波 咒 
数 的 位 相 按 照 因子 exp( 一 ix1/ 刘 连续 变化 ， 其 中 E 二 pr/ 
2m。 由 式 (5-12) 给 出 的 这 个 结果 也 可 以 从 式 (4-64) 直 淡 看 
出 来 。 


5-3 上 有 目 由 粒子 在 动量 空间 的 传播 子 不 像 在 坐标 空间 的 传 

播 子 ， 在 动量 空间 ， 只 有 一 条 路 径 可 以 使 粒子 在 时 刻 达 到 

动量 值 p:， 这 一 单一 的 路 径 必须 开始 于 动 咯 pi 二 p，。 没 有 
其 他 路 径 对 这 个 传播 子 有 贡献 

后 一 传播 子 为 自由 粒子 提供 了 比 坐 标 空间 中 所 提供 的 远 
为 简单 的 表达 式 ， 一 般 , 当 粒子 不 是 自由 的 ,而 是 在 某 个 势 影 
响 下 运动 时 ， 动 量 表象 中 的 传播 子 不 再 那么 简单 。 但 当 势 的 
效应 可 以 表示 为 微 扰 展 开 时 ， 它 又 变 得 很 简单 了 参看 第 六 . 
章 ). 

能 量 -时间 变 换 在 许多 应 用 中 ,尤其 是 在 相对 论 量 子 
力学 中 ,最 好 用 对 称 形式 处 理 空间 和 时 间 变 量 。 这 样 ,在 从 坐 
标 表 象 转换 为 动量 表象 的 变换 过 程 中 ， 我 们 就 包含 了 由 时 间 
转换 为 能 量 的 变换 ， 传播 子 的 元 整 变 换 就 是 

k(p:, Es; Pp, E) 

一 人 人 | sp| 一 二 Cp:* RD) 十 过 Bo | 
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"Kk (R,,;R, ,1,) xp 民 (p,: R.,) 一 站 Et | 


. RBR,dr, dt. (5-13) 
这 里 能 量 巨 不 每 于 Pr/2m， 而 是 确定 传播 子 所 需要 的 男 一 个 
独立 变量 (时 间 的 系数 )。 仅 当 系统 永远 (无 限 的 时 间 ) 处 于 同 
样 的 能 量 状 态 ， 才 可 能 用 精确 的 能 量 建立 能 量 和 动量 之 间 的 
关系 . 
作为 一 个 例子 ， 我 们 将 计算 自由 粒子 的 传播 子 。 在 这 种 
情况 下 ,利用 式 (5-12) 给 出 的 结果 ,其 中 遍及 R, 和 R; 的 积分 
已 经 求 出 来 了 。 这样 , 剩 下 遍及 和 4 的 积分 。 作 代 换 4 一 
十 rz。 于 是 双重 积分 可 以 写成 


| _exp | (E;— EE,) | dt 


-| exp 
这 两 个 积分 中 的 第 一 个 是 狄 拉克 6 函数 的 积分 表示 、 上 只 
体 地 讲 , 它 是 2 mhid(E, 一 E,). 第 二 个 积分 的 形式 为 


| exp (iwor )dr. (5-15) 


这 后 一 积分 在 量子 力学 问题 中 经 常 出 现 ， 若 2 是 实数 ， 则 积 
分 不 收敛 。 为 了 完成 现在 的 计算 ， 我 们 把 % 换 成 复数 w+ 
iE， 当 ww 和 6 都 是 实数 时 ,积分 的 值 为 i/(w 十 18). 

现在 一 个 可 能 的 办 法 是 。 取 这 个 因子 当 8 趋 近 于 零 时 的 
极限 , 并 把 结果 直接 解释 成 1 o. 然而 , 在 将 来 的 工作 中 ,这 
种 解释 会 导致 不 正确 (或 说 不 完全 ) 的 结果 ， 我们 正在 计算 的 
这 个 她 数 是 传播 子 , 在 将 来 的 工作 中 ,常常 要 遍及 % 的 值 或 与 
之 相当 的 变量 对 它 ( 乘 以 某 其 他 函数 ) 积 分 ~ 如 果 从 表达 式 中 
去 掉 e, 那么 这 种 积分 在 w 一 0 处 会 有 极点 ， 我 们 将 完全 不 
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i p’* 
一 BE 一刀- ) a , 5-14 
( 2 t+ ldrt ( ) 


知 如 何 共 。 

在 这 种 极点 处 只 取 积 分 的 主要 部 分 是 不 正确 的 ， 它 将 导 
致 错误 的 结果 。 具 体 地 讲 ， 这 种 结果 意味 着 : 对 这 个 传播 子 
作 六 变换， 不 会 返回 去 给 出 从 之 开始 的 原来 坐标 表象 的 传播 
子 。 此 变换 结果 与 正确 的 传播 子 的 差别 在 于 ， 对 小 于 零 的 时 
闻 值 ， 此 变换 结果 不 会 等 于 零 。 由 这 个 积分 获得 正确 结果 的 
一 个 方法 是 ， 把 这 个 极点 放 到 实 轴 上 方 一 无 限 小 距离 处 .只 
要 把 8 留 在 表达 式 中 就 可 以 做 到 这 所 ， 

若 我 们 使 这 个 表示 有 理化 

i 一 0 一 ”一 ， (5-16) 

w+ 18 CO 十 8 忆 十 8 ww 十 8 
则 我 们 可 以 把 右边 的 第 一 项 解释 为 i/w， 并 且 在 以 后 涉及 这 
一 项 的 积分 中 使 用 其 主要 部 分 。 第 二 项 在 8 趋 近 零 时 变 成 
x6(w)， 并 且 在 以 后 的 积分 中 必须 把 它 解释 成 这 样 。 这 就 是 
说 。 如 果 希 望 用 更 精确 的 数学 定义 ， 那 么 应 该 用 P. P. (3/ 
w) 十 x6(w) 代替 i/(w 十 18)。 这 意味 着 


| exp(zcor )dTr 一 im = 卫 ， 卫 . () 十 x6( w), 
sr0w + 18 地 


(5-17) 
在 所 有 包含 6 的 表示 式 中 都 隐 含 着 应 取 s 一 0 时 的 极限 ， 
回 过 头 来 计算 传播 子 ,我 们 用 E; 一 2*/2m 代替 发 现 ， 
kop2s EP EL:) -一 (25r)4520P， 一 p,)5(CE2 一 Es 


， ey _ 

(E, + e (5-18) 
在 这 个 表达 式 中 存在 6 函数 意味 着 ， 在 是 由 粒子 的 运动 过 程 
中 ， 无 论 是 能 量 巨 还 是 动量 p 都 不 变 。 这 个 式 子 的 最 后 一 个 


因子 表明 了 能 量 和 动量 对 粒子 运动 的 影响 。 即 一 个 具有 能 量 
5 动量 p 的 自由 粒子 由 一 点 运动 到 另 一 点 的 几率 幅 正 比 于 
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i(E —p/2m + ig)™ 

本 节 前 面 曾 叙述 过 ， 能 量 E 一 般 不 恒 等 于 p am, 而 是 
另 一 个 独立 变量 .为 了 理解 这 一 区 别 ， 我 们 来 看 看 自由 粒子 
传播 子 , 它 是 时 空中 的 类 波 函 数 , 其 中 EE 是 时 间 的 系数 ,因此 
具有 频率 的 性 质 。 式 (5-12) 中 给 出 的 这 个 传播 子 有 图 5-4 中 


所 示 的 形状 (图 是 相对 于 时 间 差 了 = 4 一 1: 画 的 ). 


”图 5-4 相对 于 时 间 画 出 的 自由 粒子 传播 子 的 实 部 。 对 于 负 
的 时 间 值 函数 是 零 ,因此 , 在 上 一 0 时 开始 有 一 个 急剧 的 由 
跃 > 接着 连续 下 去 犹如 一 个 有 恒定 振幅 和 恒定 频率 的 余弦 波 


对 于 工 小 于 零 的 值 ，.9Y' 等于零， 在 了 一 0 时 它 突 然 开 

始 振荡 . 由 时 间 表 象 到 能 量 表象 的 变换 等 价 于 传 里 叶 变 换 . 

因为 开始 时 波形 急剧 跳跃 (在 T = 0 处 ), 所 以 健 里 叶 变 换 包 

含 全 部 频率 分 量 , 因 而 也 包括 全 部 能 量 分 量 . 若 函数 延展 一 个 

长 的 时 间 间 隔 ( 许 多 周期 )， 那 么 在 傅 里 叶 变 换 中 一 个 频率 逐 

渐 占 压倒 优势 。 对 于 自由 粒子 ， 这 个 占 压 倒 优 势 的 频率 相应 
于 能 量 BE。 一 p*/2m. 
为 此 , 目 由 粒子 传播 子 包含 因子 

Ei+P/2miie Pb. (a 一 7) 
十 ra 人 一 和 二)， (5-19) 


1 
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其 中 右边 第 一 项 说 明 起 源 于 :一 0 时 突然 开始 的 短暂 效应 . 
第 二 项 给 出 定 态 性 质 ,并 表明 ;: 若 我 们 等 的 时 间 足 够 长 , 则 所 
发 现 的 唯一 能 量 是 通常 的 /2m; 但 是 ,靠近 :一 0 时 ,能 量 
不 是 由 这 个 经 典 公式 给 定 . 

问题 5-2 如果 我 们 定义 
k(x,, EX, El) 一 中 exp (二 E,l, ) K(x,s13: x1 91 ) 


， exp (一 让 Ez, ) dd (5-20) 


用 来 仅 变换 时 间 变 量 而 不 变换 空间 变量 ， 则 请 证 明 : 对 于 哈密 顿 量 忆 
与 时 间 无 关 的 系统 * 有 


k(x 3135E1: mE ) 一 2A1hr0( 无， 一 E., ) De (5 -21) 


其 中 pm 和 E。 是 态 的 本 征 清 数 和 本 征 值 、 


5- 2 ”量子 力学 变量 的 测量 


特征 函数 。” ”在 前 一 节 我 们 已 经 证 明 ， 为 测量 动量 设计 
的 实验 如 何 导致 了 动量 分 布 几率 的 定义 。 即 由 正确 设计 的 实 
验 结果 ， 我 们 可 以 回答 下 述 问 题 : 粒子 动量 为 p 的 几率 是 多 
少 ? 从 动量 几率 函数 的 存在 问题 开始 ， 我 们 还 进一步 发 现 了 
用 动量 变量 写 出 的 波 函 数 或 几率 幅 。 事 实 上 ,我 们 发 现 , 正 象 
我 们 以 前 所 使 用 的 时 空 表象 一 样 ， 动 量 能 量 表象 也 可 以 全 面 
描述 各 种 系统 ， 全 面 地 分 析 各 类 问题 。 

这 些 结果 还 可 适用 于 动量 以 外 的 物理 变量 。 任 何 一 个 物 
量 只 要 可 以 用 实验 测量 ， 就 可 以 有 一 个 几率 函数 与 之 相 联 
系 , 如 果实 验 可 以 测量 与 系统 相关 的 某 特征 量 4( 例 如 动量 的 
* 分 量 ) , 那么 , 在 重复 实验 几 次 以 后 ， 将 可 能 构造 出 几率 函 
数 P(e), 它 给 出 在 任何 特定 实验 中 发 现 4 的 数值 等 于 a 的 几 
率 。 
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把 几率 幅 与 这 种 几率 函数 联系 起 来 一 般 是 可 能 的 ， 应 该 
用 测量 的 变量 和 为 了 完全 描述 系统 所 必要 的 其 他 变量 一 起 确 
定 此 几率 幅 ， 让 我 们 看 看 ， 推 广 动量 测量 的 例子 会 引起 一 些 
什么 问题 。 首 先 ,我 们 只 取 一 维 ,不 过 推广 到 维 情况 的 过 程 
是 明显 的 .我 们 问 : 系统 是 否 有 性 质 G? 例如 , G 可 以 代表 这 
一 叙述 :“ 量 4 的 什 等 于 a.” 为 回答 这 个 问题 , 我 们 必须 有 
某 种 实验 方法 。 因 此， 我 们 想象 某 种 仪器 可 以 如 此 设计 ;如 
果 它 有 性 质 C, 则 粒子 会 通过 这 仪器 并 达到 某 个 屏 (或 仪表 ) 
的 某 个 确定 点 (或 刻度 ). 
这 个 几率 可 以 写 为 
PCO 一 | Ke sa)fe)ar|, (5-22) 
如 果 f(x) 是 所 测量 系统 的 波 函 数 ，K.o(5 ,x) 是 通过 特定 实 


验 仪器 的 传播 子 ， “就 是 具有 性 质 G 的 粒子 到 达 的 位 置 ， 这 
个 几率 有 另 一 种 数学 形式 


PCG) 一 | | s*CO1Coaz | ， (5-23) 


其 中 我 们 已 经 令 z 

| g* (x) 一 Keso(C sx). (5-24) 
(以 后 会 看 到 ， 把 它 定义 成 一 个 函数 的 复数 共 稀 只 是 为 了 方 
便 ，) 于 是 我 们 可 以 说 ， 


J(G) 一 | g* (Cx)f Cx) dx (5-25) 

是 系统 具有 性 质 G 的 几率 幅 ， 这 个 概念 在 图 5-5 中 得 到 进 一 
步 描述 . : 

出 于 下 述 原 因 ， 我 们 用 函数 g*(x) 来 确定 这 个 性 质 ， 假 
设 另 外 某 个 实验 有 不 同 的 装置 ,因此 有 不 同 的 传播 子 类 ov(y。 
+)， 可 用 它 来 测量 同样 的 性 质 ， 在 第 二 个 实验 中 ， 柱子 到 这 
" 点 。 于 是 发 现 ， 系 统 有 性 质 G 的 几率 是 

y 412。 


KeCnz)Ke)dz| 或 | | eofeac[、 (5-26) 


因为 我 们 所 测量 的 性 质 是 同一 个 ， 所 以 在 每 种 情况 下 必 
须 得 到 P(G) 的 同一 个 结果 , 与 在 前 一 个 实验 中 所 得 的 一 样 . 
就 是 说 ,在 f(x) 为 任意 函数 时 ,都 必须 有 


Nest)ar | 一 eofCoac|， (5-27) 
这 意味 着 ，g*(z) 一 g*(x) 顶 多 差 一 个 不 重要 的 常数 相 因 子 


图 5-5 ”用 来 测量 性 质 G 的 仪器 放 在 人 射 粒子 [ 波 肖 数 为 Kx)] 

的 初始 点 和 终点 * 二 6 之 间 ， 仪器 修改 了 运动 的 传播 子 〈 比 较 图 

2-1 和 图 3-2), 使 它 等 于 g(x). 乘积 作 x)g(x》 对 * 积分 就 是 通 

过 仪器 以 后 到 达 5 点 的 几率 幅 

exp《i6)， 即 决定 同一 性 质 的 所 有 方法 相应 于 ( 差 一 个 相位 因 
子 ) 同 一 个 g*(x).。 正 因为 如 此 ， 我 们 称 8g*(x) 为 性 质 G 的 
特征 巴 数 。 

我 们 可 以 问 另 一 个 问题 。 对 于 确实 有 性 质 G 的 状态 ， 
f(x) 必须 有 什么 样 的 表达 式 ? 〈 例 如， 具有 确定 动量 的 该 男 
数 是 什么 2 ) 也 就 是 说 ， 我 们 希望 找 一 个 状态 图 数 ， 比 如 说 
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F(x)， 以 使 粒子 通过 仪器 后 一 定 会 到 达 点 5 而 不 到 达 另 外 
的 点 已。 到 达 点 《的 几率 幅 应 该 正比 于 6(& 一 5 《 亦 即 除 
非 5 一 4， 否则 它 等 于 零 )， 因 此 ， 
| KesoC sx “FCs)dx — 8(5 — 5). (5-28) 
我 们 可 以 通过 节 4-1 讨论 过 的 传播 子 的 复数 共 斩 与 其 逆 的 关 
系 来 解 这 个 问题 0。 由 式 (4-37) ,有 
| Kosolt’ sz)JKs (Csr)dr — Ot — 0), (5-29) 
所 以 
F(x) = Kep(t ,x*) = g(x). (5-30) 
即 g(x) 是 粒子 肯定 具有 性 质 G 的 波 函 数 ,我们 既 可 以 说 (1) 
粒子 具有 性 质 G, 也 可 以 说 (2) 粒 子 处 于 g(x) 态 。 于 是 我 们 
找到 ， 若 粒子 处 于 f(x) 态 , 则 在 g(x) 态 找到 它 的 几率 幅 是 
4(c) 一 | g*Cx)f x) dx = BIE)]. (5-31) 


对 于 多 维 情况 , x 就 换 为 几 个 变量 . 
我 们 可 以 不 太 严 格 地 说 ,粒子 处 于 8(x) 态 的 几率 是 


gr Ce)f Cx)axl . 
只 要 我 们 明白 其 含义 ,这 种 说 法 是 可 行 的， 系统 处 于 f(x) 态 ， 


它 就 不 会 又 处 在 g(x) 态 ; 但 如 果 作 一 个 测量 ,目的 是 想 知 道 
它 是 否 也 在 g(x) 态 , 则 回答 是 ,处 于 g(x) 态 的 几率 为 


PCG) 一 | eC)ar| 一 PleCe)]. (5-32) 
若 波 函数 实际 就 是 &(*) ， 测 定 系统 是 否 处 于 g(x) 态 的 
测量 总 能 得 到 肯定 的 答案 。 若 是 任何 别 的 波 函数 ， 多 次 重复 


这 种 实验 ,也 可 能 得 到 肯定 结果 , 其 次 数 与 总 次 数 的 比 为 P(0 


”1) 此 处 似 应 为 “…-… 传 播 子 与 其 复数 共 撤 的 关系 ……? 


译 者 
et4。 


与 1 之 间 的 数 )。 这 就 是 量子 力学 理论 的 几率 解释 的 核心 内 
容 。 

为 了 这 些 ， 我 们 推导 波 函 数 与 其 复 共 斩 之 间 的 一 个 有 意 
义 的 道 关 系 。 按 照 式 (5-25) 的 解释 ，8*(x) 是 只 要 系统 处 在 
位 置 *, 它 就 具有 性 质 G 的 几率 幅 。 [这样 的 叙述 可 以 在 式 (5 
-31) 中 把 f(x) 换 成 5 函数 而 数学 化 。] 另 一 方面 ，g(x) 是 
只 要 系统 具有 性 质 G, 它 就 处 于 位 置 * 的 几率 幅 。( 这 恰 是 定 
义 波 函数 的 一 种 方式 。) 一 个 泡 数 给 出 若 有 4 则 有 B 的 几率 
幅 ， 另 一 个 函数 给 出 若 有 B 则 有 4 的 几率 幅 . 直接 取 复 数 共 
斩 就 完成 了 这 个 求 逆 的 过 程 . 

等 式 《5-31) 可 以 解释 如 下 : 系统 具有 性 质 G 的 几率 幅 
是 : (1) 系 统 在 x 点 的 几率 幅 f(x) 乘 以 (2) 若 系统 处 在 * 后， 
则 它 就 具有 性 质 G 的 几率 幅 g*(x) ， 再 将 这 个 乘积 遍及 可 能 
的 * 求 和 。 

问题 5-3 假设 波 沙 数 为 Kx*) 的 粒子 处 于 任何 处 的 几率 

| 1* Cx fx) dx 
已 经 归 一 化 为 !。 在 这 个 约束 下 证 明 ，#(x) = g(x*) 的 状态 具有 性 质 
G 的 几率 最 高 。 

问题 5-4 ”假设 在 时 刻 系统 的 疲 沪 数 是 x1)。 再 假设 在 之 
1 之 tt 间隔 内 ， 系 统 运动 的 性 质 由 传播 子 KC*;,1;*151) 描述 . 证明 : 
在 1; 时刻 发 现 , 系统 处 于 X(*) 态 的 几率 由 下 面积 分 的 平方 给 出 : 

| 人 XFCE )KCcz3ta3xiot PX dr dX,. 
我 们 称 这 个 积分 为 由 以 xz) 态 到 X(*) 态 的 跃迁 几率 幅 . 


多 变量 的 测量 上 节 我 们 假设 了 一 个 理想 实验 ， 它 的 
意思 是 测量 到 4 的 同时 不 可 能 再 测量 到 其 他 量 。 即 我 们 不 允 
许 许多 (大 于 1) 个 g(x) 会 给 出 同一 个 结果 ,并 且 汤 言 ,测量 
“4 就 已 经 是 从 系统 中 可 能 获得 的 最 大 信息 量 ， 
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现实 中 确定 一 个 系统 的 状态 需要 几 个 变量 的 情况 是 经 常 
有 的 .例如 ， 如 时 在 三 维系 统 中 只 测量 动量 的 x 分量， 那么 
:个 可 能 确定 8(x)。 波 函 数 exp(ipzx/) 和 exp(ipzsx/ 冯 一 
ipyy/#) 两 者 都 给 出 动量 的 * 分 量 的 相同 值 p:。 所 以 若 在 一 
个 三 维系 统 中 只 测量 ?:, 粒子 就 能 以 动量 在 方向 上 的 任何 
分 量 运动 ， 而 不 改变 测量 结果 。 粒子 也 不 一 定 触 到 测量 仪器 
的 某 个 唯一 的 点 。 所 有 到 达 某 条 线 (或 者 说 点 的 某 一 集合 ) 的 
粒子 都 会 给 出 同样 的 值 p,. 

因此 , 一 般 地 我 们 看 到 , 波 函 数 g(x) 以 下 述 方式 决定 性 
质 G: 一 个 由 波 函 数 g(x) 描述 的 状态 肯定 具有 性 质 G。 然 
而 ,反之 并 不 一 定 是 对 的 ,区 具有 性 质 G 的 所 有 状态 不 一 定 都 
由 被 区 数 g(x) 描述 。 仅 当 G 对 所 有 可 以 同时 测量 的 量 都 明 
确 指定 时 , 它 才能 完全 决定 波 函 数 .， 甚 至 就 是 这 种 情况 ,也 还 
剩 下 一 个 未 定 的 (但 不 重要 的 ) 常 数位 相 因 子 exp(i6). 

当 理 想 实验 要 求 测量 更 多 变量 时 ， 将 特征 函数 做 必要 的 
推广 是 不 难 的 。 假设 有 一 组 称 为 4、B、C:*: 的 量 可 以 在 一 
个 实验 中 同时 测量 , 例如 , 动量 的 * 分 量 、y 分 量 等 。 假 设 用 
赋予 这 些 量 以 一 系列 数值 < <、……， 就 可 以 完全 地 描述 一 
个 系统 的 状态 ; 即 说 明基 系统 是 否 有 某 一 确定 性 质 就 能 完全 
描述 它 的 状态 。 在 这 个 情况 ,要 研究 的 性 质 是 4 的 值 是 a, B 
的 值 是 5 等 等 。 进 而 假定 ， 无 论 用 什么 手段 都 不 能 获得 更 多 
的 新 信息 (不 包括 从 4、B 等 的 数值 可 以 推出 的 信息 ). 

想象 我 们 有 一 个 实验 装置 , 它 能 够 测量 所 有 这 些 量 , 即 能 
告诉 我 们 状态 是 否 具 有 4 的 值 是 a 等 等 性 质 ， 我 们 称 这 种 性 
质 的 特征 函数 为 

8 (%) 一 XopcCx)。 (5-33) 
当然 ,这 个 函数 是 数值 a、5、c、……- 的 函数 ,我 们 建立 实验 正 
是 要 去 测定 这 些 数值 以 及 坐标 变量 x， 
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假设 系统 处 于 f(x) 态 。 于 是 , 实验 将 表明 , 4 的 全 是 a， 
B 的 全 是 和 等 等 的 几率 ( 即 状 态 具 有 所 研究 的 性 质 的 几率 ) 为 


Pla,b C9”" “) 一 | Xpe CN) FCA) dx ， (5-34) 


变换 函数 设 系统 确实 处 于 Xpre(x) 态 ， 即 4 的 
值 是 a' 等 等 , 则 根据 我 们 的 实验 发 现 ,系统 处 于 由 a、b、c、*…- 
描述 的 状态 的 几率 是 零 , 除 非 4 一 4,5 一 b,c 一 0 ,…… 
这 意味 着 ,加 上 适当 的 归 一 化 因子 ,我 们 有 

(X80 (Xone) ds 
— (a O— a)5b om bc 一 cc (5-35) 

水 数 Xlx) 是 只 要 系统 处 于 由 4a、b、c、**， 描述 的 
状态 就 会 发 现 它 在 * 后 的 几率 幅 。 称 为 特征 鸭 数 的 Xs,… 
(x) 是 只 要 系统 在 * 点 就 会 发 现 它 处 于 由 ea、 2、c、…… 描 述 的 
状态 的 几率 幅 . 

如 果 已 知 系统 处 于 f(x) 状态 ,那么 ， 


Pose 一 | Xs fx) ds (5-36) 


是 发 现 系统 处 于 4 有 <e 值 、 刀 有 2 值 等 性 质 的 状态 中 的 几率 
幅 ， / 
量 Fo 和 函数 (x,y, xz.…) 一 样 也 是 状态 的 良好 
表示 式 。 事 实 上 ,只 要 知道 了 函数 Fsw.…， 我 们 就 可 以 用 逆 
变换 把 函数 f(x,y,z,"…*) 再 构造 出 来 . 

前 数 Fs 称 为 状态 的 4、B8、C、**， 表象 。 (前 一 池 
中 的 动量 表象 是 这 种 表象 的 一 个 特例 。) 函 数 帮 xyy， xz，……) 
是 状态 的 通常 的 坐标 表象 或 说 x+、y、 zx、**. 表象 。 两 个 表象 
之 间 的 变换 是 用 函数 xX 和 XxX* 完成 的 。 具体 地 说 ,函数 Xe 
(x,》,z""*) 是 由 x+、》、#、*-. 表象 过 渡 到 4、,B、C、-*- 表 
象 所 必须 的 变换 函数 ,而 函数 Xoswci(x，y》,z，""*) 是 反 向 变 
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换 所 必须 的 变换 函数 。 即 式 (5-36) 的 逆 变 换 是 
fx yy) 一 了 > FopeXope Cx, 5). 


(5-37) 
这 就 是 说 ,发 现 系 统 在 x 点 的 几率 幅 是 : 具有 人 性质 4 一 4a， 
B 一 5,… 的 几率 幅 Fs。 刺 以 只 要 4 一 a，B 一 56,… 
它 就 在 x 点 的 几率 幅 X,.,…(x) ,最 后 再 对 所 有 可 能 的 z、2、 
Cs 求 和 。 


问题 5-5 ”假设 函数 f(x,y,z,…) 可 以 表示 为 
帮 x， yy 七? "0 ) 一 >， > ， 2 (5-38) 
o b 四 


把 此 式 代 入 式 (5-36)， 再 用 由 式 (5-35) 定义 的 %* 的 正 交 性 证 明 ， 
Fig,es... = Pe,byes... 

问题 5-6 假设 4.8.C 是 动量 的 三 个 笛 卡 尔 分 量 px、 Pp,、P?:。 辣 
数 Xo,s,el*、y，z》 该 有 什么 形式 ? 使 用 节 5-2 的 结果 证 明 节 5~1 得 到 
的 关系 式 . 

问题 5-7 假设 4、B、C、… 表象 既 不 是 坐标 表象 ,也 不 是 动量 表 
象 ,和 而 是 表示 系统 状态 的 第 三 种 方式 . 设 已 知 少 数 Xs,c .x*,y,72,，…)， 
它 人 允许 我 们 在 坐标 表象 和 4、8,C、… 表象 之 间 来 回 变换 。 再 设 我 们 已 
知 在 坐标 表象 和 动量 表象 之 间 来 回 变换 所 必须 的 变换 函数 ， 求 在 动量 
表象 与 4、.B,C、… 表象 之 间 变 换 所 必要 的 函数 。 


5-3 算 符 


期 待 值 ”我 们 还 可 以 介绍 这 些 变换 函数 的 几 个 新 的 性 
质 。 让 我 们 设法 回答 下 面 的 问题 . 一 个 系统 处 于 由 波 函 数 
帮 x) 所 描述 的 状态 我们 来 测量 4 这 个 量 ， 如 果 浏 量 重复 多 
次 , 那么 所 得 4 的 平均 值 是 什么 ? 我 们 将 用 记号 《A42 来 标记 
这 个 平均 值 ( 有 时 叫 期 待 值 ). 

假设 原则 上 可 以 同时 测量 几 个 物理 最 4\B、C、…， 其 
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中 4 的 测量 结果 可 能 是 连续 的 或 一 组 分 立 的 a 值 中 的 任何 一 
个 ， B 的 测量 结果 也 类 似 等 等 ， 得 到 asb\cs\** 值 的 某 特定 
集合 的 几率 是 | Fs.|， 于 是 ,测量 4 得 到 某 特定 a 值 而 不 
管 B.C、…. 的 取 值 (例如 ，B、C、… .根本 不 测量 ) 的 几率 是 

P(a) 一 2 >, “| Fs (5-39) 


在 此 式 中 , 求 和 是 对 连续 的 或 分 立 的 bsc,…… 的 所 有 可 能 值 


”进行 的 . 


测量 4 的 平均 值 (期 待 借 ) 可 以 由 式 (5-39) 中 的 几率 乘 以 
4 再 对 所 有 可 能 的 4 求 和 而 得 到 , 即 
(A) 一 之 之 之 Fooce 了。 (5-40) 
量子 力学 问题 中 ， 经 常 需 要 计算 这 种 期 待 值 。 如 果 有 现 
成 的 公式 可 简化 这 种 计算 将 是 很 有 用 的 。 这 个 课题 是 一 个 算 
符 的 课题 ， 已 在 节 4-1 中 简短 地 讨论 过 。 现 在 我 们 将 叙述 另 
外 几 个 结果 。 然 而 ， 本 书 中 没有 什么 地 方 会 力图 真正 彻底 地 
研究 算 符 计 算 , 因 为 这 方面 已 经 有 一 些 杰出 的 著作 ". 
算 符 ” ”让 我 们 力争 把 4 的 期 待 值 直 接 用 原始 波 函 数 
1(x) 表示 。 首先 注意 Fos 的 模 方 可 写 为 
| 下 一 (5-41 ) 
再 使 用 式 (5-36), 我 们 可 写 


S DDD A LE 
-| xfer fe ar 


| fx) Rx) dx, (5-42) 


1) 例如 ,参看 狄 拉克 的 < 量子 力学 原理 ?* 陈 感 享 译 , 科 学 出 版 社 出 版 , 1958. 
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这 个 式 子 的 第 二 步 我 们 已 经 用 了 代 换 


R(x) 一 | Galx sx )f(x') adr’, (5-43) 
其 中 我 们 用 了 记号 : 
Gs(xst’) 一 2) 之 人 >) 
| (5-44) 


式 (5-43) 表 明 , 函数 RC(x) 作为 一 个 积分 的 结果 来 自 函 

数 f(x)， 此 积分 是 借助 于 与 量 4 相 联系 的 线性 积分 算 符 G4 

(x,x') 完成 的 ， 通 常 , 把 象 式 (5-43) 那 样 的 式 子 用 符号 记 为 

R 一 «f, (5-45) 

其 中 = 是 一 个 作用 于 函数 f 的 线性 算 符 。 在 目前 情况 下 ，-= 

代表 式 (5-43) 右边 的 算 符 , 即 表 示 用 函数 G4 相 乘 以 后 再 积 
分 . 算 符 = 与 物理 量 4 有 关 ， 使 用 这 个 记号 ， 可 以 写 


(4 一 | J* (Cx)af Cx) dx 
=| | FO) Gs,s fe)dr'dr. (5-46) 


问题 5-8 注意 ， 式 《5-44 ) 意味 着 CS(xs ) 一 Ga(* xz)。 记 
住 这 点 ， 证 明 对 于 任何 两 个 当 * 一 oo。 时 趋 近 于 去 的 波 函 数 s(x*) 和 
fx)，、， 有 


|_eroD- f(x )dz 一 | [一 g(Ce)]*#FCz)dx (5-47) 


任何 一 个 使 式 (5- 行 成立 的 算 符 ,如 <, 称 为 厄 米 算 符 [参看 式 (4-30)]. 
问题 5-9 ”空间 表象 与 动量 表象 之 间 的 变换 函数 是 


Xp, sp, p(T) = exPp 区 4 " | (5-48) 
《参看 问题 5-6)。 把 物理 量 4 选 为 动量 的 * 分 量 名 . 证 明 , 函 数 64 是 


Go(zse) = OCs 一 z)50y 一 y)5(s — #) (5-49) 
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其 中 5(*) = d6(*)/dx. 用 这 个 结果 决定 相应 于 动量 * 分 量 的 算 符 ， 
并 证 明 , 这 个 算 符 的 期 待 值 可 以 写 为 


《bx> = | f*(zx) 二 总 dx (5-50) 


问题 5-10 设 量 4 相应 于 位 置 的 * 坐标 .证明 , 当 函 数 Ga(*,* ) 
取 为 


G(xsx) = x6Cr yy se) (5-51) 
时 ,才能 得 到 x* 平均 值 的 正确 公式 .而 相应 “的 算 符 就 是 直接 乘 *, 即 
afH(x) = *f(x). (5-52) 


本 征 函 数 与 本 征 值 节 5-2 讨 论 过 的 波 函 数 X,。,。… 馈 
算 符 = 作用 时 呈现 极 简 单 的 性 质 ， 邵 
SNXapscr CX) 一 aXo,se.(X). (5-53) 

问题 5-11 证 明 上 式 成 立 . 

当 函 数 X 满足 恰 如 式 (5-53) 那 样 的 方程 时 ， 我 们 说 X 是 
算 符 = 的 与 本 征 值 a 有 关 的 本 征 函数 ， 

如 果 两 个 物理 量 可 以 同时 测量 ， 那 么 与 这 些 量 相 联系 的 
算 符 (比如 说 < 和 <) 满足 一 个 有 趣 的 关系 , 即 «(4f) = 
<(af). 这 个 关系 表明 , 算 符 一 个 接 一 个 作用 后 ,结果 仍 相同 ， 
而 与 算 符 作用 的 秩序 无 关 。 在 这 种 情况 下 说 两 个 算 符 对 易 : 
mL 一 Km 

一 般 ,我 们 不 能 期 望 两 个 算 符 之 疗 的 对 易 关 系 成 立 , 但 是 
在 这 个 特殊 情况 下 它 成 立 。 因为 若 4 和 B 蚌 可 以 同时 测量 的 
物理 量 , 则 它们 可 以 形成 一 组 同时 测量 量 4、B、C、**…* 的 一 
部 分 , 这 组 量 有 同一 个 特征 函数 Xec…。 如 果 在 式 (5-53) 中 
用 算 符 < 代替 =， 用 数值 代替 a, 等 式 仍然 成 立 , 于 是 

a(AX) = a(bX) = blaX) = baX= abX (5-54) 
确实 成 立 , 因 为 a 和 4。 只 是 数 。 同时 还 有 
¢ (aX) — (aX) = al(X) = abxX. (5-55) 
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比较 这 两 个 等 式 就 给 出 算 符 = 和 < 作用 于 任意 函数 Xe ec 
上 的 对 易 关 系 。 因 为 这 两 种 运算 都 是 线性 的 《 即 它 们 不 包括 
X 函数 的 高 阶 项 的 计算 ), 所 以 对 易 关 系 可 以 用 于 X 函数 的 任 
意 线性 组 合 . 

如 果 x 函数 构成 一 个 “完全 集 ”( 这 种 情况 是 典型 的 ), 那 
么 ， 我 们 完全 可 以 由 这 种 线性 组 合 来 构造 任何 函数 。 于 是 算 
符 4B 和 BA 作用 于 任何 函数 都 给 出 同样 结果 ; 即 它 们 是 对 
务 的 . 

问题 5-12 ”证明 位 置 的 x 坐标 和 动量 的 * 分 量 不 是 同时 可 测量 
的 物理 量 . 

有 些 时 候 , 已 知 一 组 对 易 的 数学 算 符 <、4、。、…*-， 要 求 
找到 与 它们 相 联 系 函 数 (本 征 函 数 )。 这 就 是 要 求解 一 组 方 
程 , 如 

< 一 LXmbX oxX—meXx. (5-56) 
例如 , 已 经 给 出 动量 在 x、y、z 方向 上 的 分 量 popy ps 


的 算 符 为 二 、 2 、 2 这 组 算 符 相应 于 下 述 状态 的 


本 征 函 数 是 什么 ? 在 此 状态 中 , p: 的 值 为 a, p, 的 值 为 6, p， 
的 值 为 < (当然 这 些 是 本 征 值 )。 我们 必须 解 方程 组 
i OX 
一 一 一 二 aX， 
i Or ft Oy f Oz 


z (5-57) 
其 解 是 某 任意 常数 乘 以 exp [(i/ 拉 (ax 十 妙 十 cz)]。 这 与 
我 们 以 前 的 了 解 一 致 , 即 共 有 已 知 动量 p 的 粒子 的 波 函 数 为 
exp [Ci/Az)p* r)]. 
解释 能 量 展 开 式 ”现在 可 以 更 全 面 地 解释 包含 kx) 
的 各 种 表达 式 ， 例 如 ,考虑 用 与 时 间 无 关 的 哈密 顿 量 的 解 to 
”展开 传播 子 的 表达 式 (4-59): 
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K(xast23 X11) 一 >, pnCx2) PHT) 


' exp 


一 二 Bu 一 | (5-58) 


我 们 首先 注意 到 ，g$s(x) 是 只 要 系统 在 点 x, 它 就 处 于 状态 
的 几率 幅 。 因此 ， 根 据 前 一 节 《 参 看 节 5-2) 的 讨论 ，gpw (x) 
是 只 要 系统 在 点 x, 它 就 处 于 状态 > 的 几率 幅 。 现 在 ,我 们 用 
这 种 方式 解释 式 《5-58)。 在 4 时刻 从 位 置 1 出 发 而 在 时 刻 
5 忠 到 位 置 2 的 几率 幅 是 所 有 可 能 情况 的 和 。 现在 这 些 可 能 
情况 将 分 成 各 种 跃迁 可 能 发 生 的 能 量 状态 ，。 因此， 我 们 必须 
对 各 个 状态 = 的 下 列 几 项 之 积 求 和 : 

1. p*(《x,) 是 只 要 系统 在 点 x:。 它 就 处 于 状态 = 的 几率 
幅 ， 

2. exp [一 (2/5) 忆 (oa 一 ?1.)」 是 系统 t 时 刻 处 于 状态 
而 & 时刻 处 于 状态 7 的 几率 幅 ™. 

3. 由 (xs) 是 当 我 们 已 知 系统 处 于 状态 2 上 时， 就 会 在 点 
x2 找到 系统 的 几率 幅 .、 

问题 5-13 ”讨论 把 p(x*) 解释 为 节 5-2 中 的 消 数 Xs, 。， 6。,..(*) 
的 可 能 性 。 也 就 是 说 ，ws(x) 是 从 % 表 象 到 用 ”标记 的 表象 《能 量 表 
象 ) 的 变换 函数 。 


1)》 状态 改变 的 几率 幅 为 零 . 这 点 正 是 这 些 特定 通 数 b。 的 重要 之 处 . 
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第 六 章 ”量子 力学 中 的 微 扰 方法 


如 条 一 个 量子 力学 系统 受到 一 个 势 的 影响 ， 而 这 个 势 只 
将 二 次 项 引进 作用 量 中 ， 则 在 第 三 章 我 们 已 经 看 到 如 何 用 路 
径 积分 方法 决定 结果 。 然而， 在 量子 力学 问题 中 出 现 的 许多 
有 意义 的 势 不 属 于 这 种 特殊 类 型 ,从 而 不 可 能 如 此 容易 处 理 : 
本 章 将 叙述 处 理 较为 复杂 的 势 的 一 种 方法 .我们 讨论 的 方法 
称 为 微 扰 展开, 当 势 比较 弦 ( 比 如 与 系统 的 动能 相 比 ) 时 ,这 个 
方法 非常 有 用 . 

虽然 微 扰 展开 可 以 沿 着 严格 的 数学 路 线 叙 述 ， 但 它 仍 有 
有 意义 的 物理 解释 ， 这 个 解释 导致 对 量子 力学 性 质 的 深刻 理 
解 , 我 们 也 要 介绍 这 一 解释 . 

本 章 第 二 和 我 们 将 着 手 进行 微 扰 方 法 的 一 个 特殊 应 用. 
我 们 学 虚 一 个 电子 散射 的 运动 ， 在 描述 散射 相互 作用 时 , 我 
们 将 发 现 ， 原子 呈 现在 撞击 电子 前 的 横 截面 积 的 经 典 概念 十 
分 有 用 .尽管 这 个 面积 与 原子 的 实际 尺度 有 关 ,我 们 将 发 现 ， 
必须 依靠 相互 作用 系统 的 量子 力学 性 质 才 能 完全 地 描述 它 。 


6-1 微 扰 展开 
展开 项 设 一 个 粒子 在 势 V(x, 1) 中 运动 。 暂 时 只 描 
述 一 维 运动 。 于 是 ,点 和 4 点 之 间 运 动 的 传播 于 是 


Kv(b, )—| ep 全 | | 对 #— V(r) |ad) Gx. 


: (6-1) 
带 下 标记 号 的 KK” 用 来 提醒 我 们 , 粒子 是 在 势 了 中 运动 。 今 
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后 ,记号 K, 表示 自由 粒子 运动 的 传播 子 . 
在 某 些 情况 中 ,传播 子玉 v 可 由 已 经 学 过 的 方法 决定 。 例 
如 在 第 三 章 中 ,我 们 确定 了 受 外 力 f(z) 作用 的 谐振 子 的 传播 
子 。 其 势 是 [参看 式 (3-65)] 
| V(x, 1) 一 了 cx — xf(z). (6-2) 


我 们 通常 发 现 ， 若 势 是 x 的 二 次 函数 ， 则 可 以 精确 决定 传播 
子 ; 而 当 势 变化 十 分 缓慢 时 , 半 经 典 近 似 是 适 用 的 。 借助 于 薛 
定 刘 方程 ， 还 可 以 成 功 地 处 理 其 他 一 些 类 型 的 势 。 现 在 我 们 
来 学 习 当 势 的 影响 为 小 量 时 经 常 有 用 的 一 种 技巧 . 

设 势 为 小 量 , 或 更 确切 地 说 , 设 势 沿 着 路 径 的 时 间 积分 比 
廊 小 得 多 , 则 式 (6-1) 中 与 V(x*, 1!) 有 关 的 指数 部 分 可 以 展开 


cep| 一 二 | V(x, 人 ) as | 一 1 一 于 
ven ti) 
。 (Ire, 1) dt | . (6-3) 


它 沿 任何 特定 路 径 x(z) 都 有 定义 ， 
在 式 (6-1) 中 使 用 这 个 展开 式 , 得 
Kv(b, a) = KZ, 人 十 KTCb， “1 
二 K'3(5, a) 十- (6-4 ) 


其 中 
Ko (b, a4) 一 | exp (| a DI), (6-5) 


ent (站 学 
。 Vlx(s), slJdsD rte), : (6-6) 
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(2 四 (全 mi’ 
KoC0o) 一 一 二 ep( 二 | 2 


。 | Vlx(s), slas 


° | Vlx(s), sl]ds Dxr(#). z (6-7) 


等 等 。 为 了 避免 在 V 的 积分 中 引起 混淆 ， 我 们 将 时 间 变 量 记 
为 "9 等 。 

各 项 的 计算 “” 先 若 碟 传 播 子 Ke。 我 们 希望 交换 对 变 
量 + 和 对 路 径 *(z) 的 积分 顺序 , 写 为 


KW, a) 一 -三 | Fs)ds, (6-8) 
其 中 
F(:) = | exp 人 | 于 di ) VlxCs), s] Br(s),. (6-9) 


路 径 积分 F(s》 可 以 描述 如 下 : 它 是 自由 粒子 几率 幅 在 
所 有 路 径 上 的 和 。 然而 , 每 一 条 路 径 的 权重 是 在 ， 时 刻 计算 
的 势 VIx(:),s]。 涉 及 这 个 特定 的 路 径 *(z) 的 唯一 特征 
是 路 径 在 特定 时 刻 《一 ，* 的 位 置 . 这 意味 着 ， 在 时 刻 : 前、 
后 ,包含 在 F(s) 之 中 的 路 径 是 普通 自由 粒子 的 路 径 , 其 大 致 
情形 如 图 6-1 所 示 . 

应 用 得 出 式 (2-13) 的 相同 论述 ,我 们 把 每 一 条 路 径 分 成 
两 部 分 ,一 部 分 在 时 刻 :一 ， 之 前 , 另 一 部 分 在 此 时 刻 之 后 ， 
说 得 更 明确 些 ， 我 们 假设 每 个 路 径 在 这 个 时 间 分 界 点 都 通过 
x.。 以 后 我 们 再 对 * 的 所 有 值 积分 。 若 用 “标记 点 xe《s)《 即 
;一 1!.), 则 对 所 有 这 种 路 径 的 求 和 可 以 写 为 Ko(2b, c)Kole, a). 
这 意味 着 ，F(s) 一 F(1.) 可 写 为 


F(1.) 一 | KoCb, c)V(xs to)Kolc, a)dxc.(6-10) 
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巍 6-1 粒子 由 a 开始 ,自由 运动 到 c. 在 此 , 它 受 势 VLx(s)， 

#1 一 V。 作用 (或 说 散射 )， 之 后 ,又 自由 运动 到 5b， 这 样 运动 

的 几率 幅 电 式 (6-10) 给 岂 。 车 这 个 几率 幅 对 点 < 的 所 有 可 
能 位 置 积分 ? 则 结果 是 微 扰 展开 式 的 一 阶 项 


把 此 式 代 人 式 (6-8), 给 出 [VCc) 一 了 (xz)] 
Kb a) 辐 一 三 | Kb, c)V (ec)Kolc, a)dxedic, 


(6-11) 

式 中 * 的 积分 限 已 写 为 二 co。 在 实际 问题 中 ， 这 个 积分 限 可 
由 势 ( 在 大 多 数 情 况 , 当 x 变 得 很 大 时 势 降 到 零 ) 或 仪器 ( 它 限 
制 了 x 的 区 域 ) 确 定 . 

各 项 的 解释 式 (6-11) 很 重要 又 很 有 用 , 因此 , 我 们 
将 痔 述 一 个 特别 的 解释 、 以 帮助 想像 它 的 物理 含义 。 我 们 称 
势 与 粒子 之 闻 的 相互 作用 为 散射 ;于 是 我 们 说 ， 势 散射 粒子 ， 
而 被 势 散射 的 几率 幅 是 单位 体积 和 单位 时 间 的 一 (2 坟 )7 ， 
粒子 从 点 4 运动 到 点 5 的 所 有 可 能 方式 的 和 。 这 些 可 能 方式 
i. 粒子 可 能 根本 不 散射 [Ko(b, a)1; 
2. 粒 子 可 能 散射 一 次 [Km(2b, 4a)]5 
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3. 粒 子 可 能 散射 两 次 [K”(5, a)1; 
等 等 。 按 照 这 种 解释 ,粒子 的 各 种 路 径 画 在 图 6-2 中 。 


图 6-2 (1) 粒子 通过 势 了 由 点 “ 运动 到 点 5， 而 没有 散射 

其 几率 幅 是 Ko(5， a). 《2) 当 粒 于 通过 势 志 时 在 < 处 散射 一 

次 ,其 几率 帆 是 KnC6, a)，(3) 粒子 散射 两 次 ;其 几率 由 为 

K(X6,a),《4) 粒子 散射 = 次 ， 最 后 一 次 散射 是 在 。 处 发 生 

的 。 从 “ 运动 到 “发 生 任意 次 散射 的 总 几率 幅 是 
十 天 二 二 

这 些 可 能 方式 的 每 一 个 本 身 也 是 一 些 可 能 情况 的 和 。 例 
如 ,考虑 一 次 散射 的 传播 子 KM(65, a)。 构成 这 个 传播 子 的 
一 个 可 能 情况 由 下 述 运动 组 成 : 这 粒子 由 点 4 出 发 ， 自 由 运 
动 到 点 xce，。ic 型 <， 被 势 了 (c) 散射 ,之 后 , 它 由 版 6 自由 运 


动 到 终 后 6。 这 种 路 径 的 几率 幅 是 
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Kb, | 一 二 VC)dredi, | Kole, a). (6-12) 


《必须 记 住 ,按照 惯例 ,公式 中 各 项 的 顺序 与 粒子 的 运动 相反 。. 
即 在 公式 上 看 ,应 该 从 右 向 左 才 能 眼 踪 粒 子 的 运动 ，) 
构造 这 个 几率 幅 应 遵循 节 2-5 中 建立 的 规则 ， 即 在 时 间 

上 相继 发 生 的 各 事件 的 几率 幅 应 该 相 乘 。 通过 遍及 x. 和 z 积 
分 ,把 全 部 这 样 的 可 能 情况 加 起 来 ,从 而 获得 传播 子 玉 ” 的 完 
整形 式 如 式 (6-11). 

”根据 这 样 的 推理 ,我 们 可 以 直接 写 出 两 次 散射 传播 子 
KK 为 


KP(b,a) 一 (-) ) RC8s VC) Kok esd) 


 V(ad)Ko(d, ea)dredry， (6-13) 
其 中 dr 一 dxdt。 从 有 向 左 看 ,这 个 公式 的 含意 是 ， 粒 子 从 
点 a 自由 运动 到 点 d; 在 点 4 粒子 被 那里 的 势 C4) 散射 . 然 
后 它 从 点 4 自由 运动 到 点 c, 在 点 c<， 又 被 势 V(c) 散射 。 之 
后 ， 它 从 点 < 自由 运动 到 点 5。 我 们 的 求 和 遍及 所 有 可 能 情 
况 , 即 可 能 发 生 散 射 的 所 有 位 置 和 时 间 . 
这 里 我 们 已 经 不 言 而 喻 地 假设 了 “> ta。 为 了 避免 在 
每 个 这 类 例子 中 明显 地 引入 这 个 假设 所 带 来 的 麻烦 ， 我 们 将 
使 用 第 四 章 中 [参看 式 (4-28)] 所 采用 的 惯例 ,假设 
K(b,a)=0 当 1 之, (6-14) 
于 是 式 (6-13) 成 立 , 而 且 对 上 和 is 的 积分 区 域 没 有 任何 限 
制 . 
读者 可 能 会 奇怪 : 式 (6-7) 中 出 现 的 因子 1/2 为 什么 在 
式 (6-13) 中 明显 地 省 掉 了 。 注意 ,在 式 46-13) 中 ，, tsa 的 积分 
区 域 仍然 是 从 1 到 i; 然而 ,4 的 区 域 [ 由 式 (6-14) 定义 ] 限 
制 在 i 和 吉之 闻 、 这 个 限制 把 这 个 双重 积分 的 值 去 挥 了 一 
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半 ， 为 了 更 清楚 地 看 到 这 点 ,把 式 (6-7) 中 的 双重 积分 重 写 为 
| | [xz(s，s]7[x(ey 7] arc 


=-{) | + ree, 


-Vlx(s), s Jads'as., (6-15) 
这 个 等 式 右边 的 第 一 项 满足 式 (6-14) 所 隐 含 的 限制 。 通过 
交换 积分 次 序 ， 可 以 把 右边 第 二 项 重 写 为 


| | VI[IzxCs), s]VixC), sldsads’. (6-16) 


者 在 最 后 的 表达 式 中 交换 变量 * 和 7”， 则 这 个 双重 积分 的 值 
保持 不 变 ， 这 意 昧 着 , 式 (6-15) 右 边 第 一 项 和 第 二 项 相等 ,于 
是 ， 每 个 都 是 原 双 重 积分 值 的 一 半 . 同样 形式 的 论述 可 以 说 
明 天 ”表达 式 中 的 因子 1/z1!， 


问题 6-1 假设 可 以 把 势 写 为 二 7， 其 中 了 是 小 量 而 7 是 大 
量 . 进一步 假设 只 在 势 已 中 运动 的 传播 于 可 以 算出 来 (例如 ,了 可 以 是 
* 的 二 次 项 而 且 与 时 间 无 关 )。 证 明 , 在 整个 势 VU 二 了 中 的 运动 由 式 
(6-4)、(6-11)、《6-13)、(6-14) 描述 , 不 过 要 用 Ku 代替。, 其 中 Ko 
是 只 在 势 U 中 运动 的 传播 子 。 于 是 可 以 把 v 看 成 是 势 上 0 的 微 扰 .我 们 
可 以 说 ， 一 Gi)Vv 是 势 的 微 扰 部 分 散射 的 几率 幅 ( 每 单位 体积 和 每 单 
位 时 间 ). Ko 是 系统 在 无 微 扰 势 U 中 运动 的 几率 幅 ， 

问题 6-2 设 一 个 系统 由 两 个 粒子 组 成 它们 只 通过 势 VY(x,y) 相 
互 作用 ; 其 中 * 表示 第 一 个 粒子 的 坐标 ， 而 ?表示 第 二 个 粒子 的 坐标 
[参看 节 3-8 和 式 (3-75)]。 除 了 这 个 相互 作用 以 外 ,粒子 不 再 受 任何 
作用 . 若 r 是 零 ，、 则 KK 就 是 两 个 自由 粒子 传播 子 的 乘积 。 应 用 这 个 事 
实 , 建 这 Ky《xps 中， 23 *a， yes ta) 的 微 扰 展开 式 。 用 什么 物理 推理 规 
则 可 以 描述 这 个 展开 式 中 的 各 项 ? 


6-2 人, 的 积分 方程 
把 上 市 结 果 应 用 于 特殊 例子 以 前 ,我 们 将 描述 在 势 场 中 
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运动 系统 的 传播 子 和 波 淫 数 的 几 个 数学 关系 。 利 用 迄今 已 获 
得 的 各 种 结果 , 式 (6-4) 可 以 写 为 


Ky (2, 4a) = Ko(b, a) 


一 二 | Kb, eV Ce) KoCc，z)dr。 

十 (三) | gC, c)V(ec)Kole, d) 

. V(d)Kod,a)drdr, + +... (6-17) 
不 这 样 写 ,这 个 表 式 还 可 以 写成 : 


Kv(b, 4) = Ko(b, 4)— | Ko(b, c)V(e)[Ko(e, a) 
一 二 | Kc, dV(ad)Ko(d,a)drs 十 …. -|ar.. (6-18) 


方 括号 中 的 表达 式 与 式 (6-17) 的 形式 相同 。 在 这 两 种 情况 中 
求 和 都 包含 无 限 多 项 ， 这 意味 着 , Ky 可 以 写 为 
Ky(b, a) = Ko(b, a) 


加 二 | Kb, cV (ce)Kv(e, a)dr., (6-19) 


这 是 一 个 精确 的 表达 式 , 是 在 K。 已 知 时 决定 K。 的 积分 方 
程 。( 注 意 , 对 于 问题 6-1 中 所 描述 的 情况 ，K, 应 换 成 Kv.》 
于 是 路 径 积 分 问题 便 化 成 为 积分 方程 . 

这 一 最 后 结果 从 物理 上 可 以 理解 如 下 : 系统 经 过 任意 次 
散射 从 点 。 妈 迁 到 点 2 的 总 几率 幅 可 以 表示 为 两 种 可 能 性 之 
和 . 第 一 种 可 能 性 是 没有 散射 发 生 跃 迁 的 几率 幅 , 表示 为 
K,。 第 二 种 可 能 性 是 经 过 一 次 或 多 次 散射 而 发 生 跃 迁 的 几率 
幅 , 它 由 式 (6-19) 中 后 一 项 给 出 。 在 这 后 一 项 中 ,点 < 可 以 看 
成 是 发 生 最 后 一 次 散射 的 点 。 这 样 ， 系 统 由 点 4 运动 到 势 场 
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中 的 点 <， 其 运动 由 Kv(r, a) 精确 描述 。 在 点 “发 生 最 后 
一 次 散射 ,其 后 , 系统 自由 (无 散射 ) 运 动 到 点 5, 用 传播 子 Ko 
表示 。 这 个 解释 画 在 图 6-3 中 ， 

因为 最 后 一 次 散射 可 能 发 生 在 点 4 和 点 5 之 疗 任何 时 空 
点 ,所 以 整个 运动 的 几率 幅 L 用 式 (6-19) 中 最 后 一 项 的 被 积 饮 
数 表 示 ] 必 须 遍 及 点 < 的 所 有 可 能 位 置 进 行 积分 . 


6-3 《1) 粒子 从 点 4 自由 地 通过 势 V 运 动 到 点 42， 用 几率 

幅 C52, a) 描述 。(2) 粒子 被 势 散 射 一 次 或 几 次 ; 最 后 一 

次 散射 发 生 在 点 c。 从 点 4 到 点 < 的 运动 由 Kv(c, a) 描述 ， 

而 从 点 < 到 点 上 的 运动 由 天 o(2 c) 描 述 . 考虑 点 “ 的 所 有 位 

置 ， 这 两 种 情形 组 合 便 包 括 了 所 有 可 能 情形 ， 并 用 式 《6-19) 
给 出 Kv(b, a) 


问题 6-3 ”对 于 自由 粒子 , 式 (4-29) 化 成 


上 8 7 已 : 
一 ~ 本 (D ~ 下 D 
i Gt, o 22) 27 Ox of 59) 


一 fh6(ts — to)6(xs, 一 Yo)。 (6-20) 
由 此 结果 和 式 (6-19) 证 明 , 传 播 子 Kv 满足 微分 方程 


9 
Oz, 


天 
一 一 Kv(b, a) 
2 


i’ 局 : 
一 -一 -一 大 fp V(b}Kv(b a 
2 Be vb 4a) + V(b)Kv(E, a) 
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一 th6( rs, — x )6(i, 一 1)。 | 《6-21 ) 


6-3 波 函 数 展开 

在 节 3-4 中 ,我们 引入 了 波 函 数 概念 ,并 讨论 了 波 函 数 和 
传播 子 之 间 的 某 些 关系 式 。 方程 (3-42) 表明 ,借助 于 描述 系 
统 在 ts 和 较 早 时 刻 4 之 间 运 动 的 传播 子 , 如何 由 时 刻 +, 的 彼 
函数 获得 时 刻 ,的 波 函 数 ， 为 了 我 们 当前 的 目的 ,这 个 方程 
可 以 写 为 

$6) 一 [es a)fla)drss (6-22) 

其 中 f(a) 是 :一 1。 时 刻 波 函 数 的 值 [ 即 fa) 是 zx 的 函数 ]; 
%(5)》 是 稍 后 时 刻 :一 i。 的 波 函 数 ?， 我 们 假设 ， 这 两 个 时 
刻 之 间 , 系 统 在 势 了 中 运动 ,用 传播 子 Ky(b, a) 描述 . 

藻 把 Kv 的 级 数 展开 [ 式 (6-18)1 代入 这 一 等 式 , 则 得 到 
出 (5) 的 级 数 展开 : 


$5) 一 | Kb, a)f(a)dx, 
一 二 | KobscV (cKo(c,a)drf(a)dr, + 《6-23) 


级 数 的 第 一 项 给 出 了 时 刻 包 的 波 函 数 , 不 过 假定 了 系统 
在 时 刻 1 和 时 刻 i 之 间 是 自由 的 (或 没有 微 扰 , 这 时 应 把 Ko 
换 成 Ky)。 把 这 项 叫做 $8, 于 是 


$6) = |Kolos of aa,. (6-24) 
用 这 个 定义 , 式 (6-23) 中 的 级 数 可 改写 为 
$6) ~ $6) 一 二 | KG6，c)FCc)4(c)ar 


1》 注 意 ， 我 们 的 (K(5, a) 在 45ct 时 等 于 零 ) 惯例 使 式 (6-22) 不 成 立 
《65<1。 时) 但 在 这 个 * 值 区 域 中 我 们 将 不 使 用 式 (6-22)。 


38， 


re 


十 ( 二) | jx, c)V (ec)Koe, dV (Aa) 


~ 由 (dyar dr 十. .， (6-25) 
这 种 形式 的 级 数 称 为 上 的 玻 思 展开 式 。 若 只 包含 前 两 项 (这 
- 灵 就 仅 近 似 到 V 的 一 阶 项 ), 结 果 蚌 一 级 玻 思 近似 。 它 包括 势 
“ 玫 的 单 次 散射 。 这 个 散射 发 生 在 点 <c<。 到 这 点 以 前 ,由 4$(c) 
描述 的 系统 是 自由 的 ;散射 之 后 ,系统 由 点 < 运动 到 点 5 也 是 
自由 的 ,用 KK,(5,c) 描述 。 积 分 必须 取 遍 可 能 发 生 散 射 的 所 
有 点 ， 车 使 用 级 数 的 前 三 项 ( 即 近似 到 V 的 二 阶 项 )， 结 果 称 
为 二 级 玻 思 近似 等 等 . : : 
问题 6-4 应 用 与 研究 式 〈6-19) 时 相 类 似 的 论述 证 明 ， 波 函数 
4%(2) 满足 积分 方程 


£5) = $5) 一 EF | Kss VL) (6-26) 
这 个 积分 方程 等 价 于 薛 定 户 方 程 
x 6 A _ 
-一 + +r = 0. ( 6-27) 


仅 对 一 维 情形 ,说 明 如 何 从 积分 方程 推出 莅 定 启 方 程 ， 


6-4 电子 散射 


数学 处 理 ”我 们 已 经 在 有 点 抽象 的 框架 里 叙述 了 微 扰 
处 理 方法 的 概念 和 公式 .现在 为 了 从 物理 角度 理解 徽 扰 方法 ， 
我 们 将 讨论 原子 对 快 电子 散射 的 具体 问题 ， 我 们 想像 一 个 实 
验 ,一 束 电 子 诸 击 一 个 丢 , 例如 码 击 一 个 金属 箱 , 然后 用 某 个 
适当 的 计数 器 把 它们 收集 起 来 ,如 图 6-4 所 示 . 

假定 散射 粒子 的 能 量 由 飞行 时 间 方 法 确定 。 即 在 某 个 时 
刻 (比如 说 : 一 0), 我 们 由 源 释 放 一 个 电子 , 求 某 个 时 间 工 以 
后 它 到 达 计 算 器 的 可 能 性 。 然 后 ， 我 们 可 以 把 结果 直接 用 于 
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在 一 定时 间 内 从 一 个 地 方 跑 到 另 一 个 地 方 的 几率 幅 玉 (2 24). 

我 们 将 通过 下 述 假设 来 简化 问题 : 即 或 者 条 是 很 薄 ， 或 
者 相互 作用 是 很 弱 ， 以 致 每 个 电子 至 多 只 能 与 一 个 原子 相互 
作用 .实际 上 , 对 于 许多 散射 实验 , 这 个 假设 是 十 分 现实 的 . 
而 且 ， 大 部 分 多 次 散射 能 借助 于 一 个 原子 的 简单 散射 来 进行 
分 析 。 因 此 ,我 们 将 讨论 单 电 子 与 单 原子 之 闻 的 相互 作用 . 

把 原子 的 中 心 取 为 坐标 系 的 原点 ,如 图 6-5 所 示 , 在 这 个 
坐标 系 中 ,在 1 一 0 时 刻 从 点 a 释放 电子 .位 于 点 5 的 计数 
器 表明 ,在 1 一 了 时 刻 电 子 是 否 到 达 了 点 5。 我们 将 取 如 
下 近似 : 

(1) 相互 作用 可 用 一 阶 玻 恩 近 似 表 示 。 即 电子 只 被 原子 
散射 一 次 ; 


NN 
\ Ny | 
S 
< 站 
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N N 6 
5 5 0 


图 6-4 热 灯 丝 4 放出 的 电子 被 * 和 s 中 的 准 直 乱 选 出 一 束 ， 
然后 打 到 金箔 车 上 ， 大 多 数 电子 直接 通过 而 没有 散射 (如 果 
电子 的 能 量 足够 大 并 且 靶 足够 薄 )， 但 某 些 电子 被 缀 中 原子 依 
转 (由 相互 作用 ) 而 被 散射 , 例如 , 与 人 射 方向 成 9 角 并 到 达 点 
6.。 当 2 处 的 计数 器 上 下 移动 时 。 就 可 以 测量 散射 电子 的 相对 
数目 与 相关 的 散射 角 9 之 间 的 关系 
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(2) 原子 可 以 用 固定 在 空间 中 的 势 V(r) 来 代表 ,并且 
它 不 随时 间 变 化 . 

实际 上 ,原子 是 一 个 与 电子 有 相互 作用 的 很 复杂 的 系统 ， 
电子 与 原子 之 间 的 相互 作用 实际 要 比 简单 用 势 V(r) 所 能 代 
表 的 复杂 些 。 在 这 个 过 程 中 ,电子 可 能 激发 原子 或 电离 原子 
而 损失 能 量 。 然 而 可 以 证 明 ， 若 我 们 仅 考虑 电子 和 原子 之 间 
的 弹性 碰撞 ( 即 原子 碰撞 前 后 处 于 同样 能 量 状态 ), 那 么 , 当 近 
似 (1) 成 立时 ,近似 (2) 也 成 立 . 

令 R, 和 R, 分 别 是 由 原子 中 心 到 电子 释放 点 和 检测 点 的 
矢量 。 在 计算 中 ,我 们 将 使 R, 和 Rs 的 长 度 远 大 于 原子 半径 . 


图 6-5 ”散射 问题 的 几何 关系 电子 从 点 “开始 ,自由 运动 到 
点 c, 它 在 那儿 被 原子 势 VCr) 散射 散射 之 后 > 它 运动 到 
处 的 计数 器 ,计数 器 位 于 径 向 矢量 R。 的 末端 ，R。 是 由 散射 
中 心 D 算 起 的 ， 在 这 个 过 程 中 ,电子 被 散射 转 过 了 9 角 , 这 个 
角 是 相对 未 散射 束 的 方向 测量 的 ， 这 个 过 程 相应 于 一 阶 玻 转 
近似 .如 果 考 虑 包括 两 次 散射 (如 在 点 < 和 点 4) 的 几率 幅 屠 
么 ,结果 是 二 阶 近似 等 等 
即 我 们 假设 ,在 远 小 于 |R,| 和 |R,| 的 距离 处 ,原子 势 V(r) 
就 已 变 得 小 到 可 以 忽略 。 于 是 ,在 电子 飞行 的 大 部 分 过 程 中 ， 
它 自 由 运动 , 仅 在 原点 附近 它 才 可 能 受到 势 的 作用 . 
一 阶 玻 轧 近似 包含 两 项 ， 这 里 我 们 只 对 其 中 第 二 项 感 兴 
趣 。 第 一 项 是 电子 从 点 4 自由 运动 到 点 4。 的 传播 子 Ko(b,a)， 


对 它 已 充分 研究 过 了 .因此 ,有 关系 的 一 项 是 
KV(b,a) = 一 三 Kl, c)7Cc)KoCcy a)dre 
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四 潮 


-a 5) 
。 ep| eo vr) (也 


2 下 (了 一 2riht 
op (El 一 cL) gra. (6-28) 


其 中 我 们 已 经 用 Yr 表示 从 原点 到 点 < 的 矢量 , dr 表示 矢量 
所 有 分 量 微分 的 乘积 。 对 * 的 积分 给 出 (参看 附录 )》 
KV(b, a) 一 一 二 (二 T | (+ 十 二 ) 
声 \2x1BT ro rs 
ezp| -这 《7 十 7) | V(r)ax, (6-29) 
其 中 ” 一 |R, 一 r1， rs 一 |R;—r|. 应 用 这 些 定义 ,有 
-一 Rs 一 2 + 二 ) ~ R, + i, r, (6-30) 
_ 2R,. +e) 
R} R? 
其 中 让 和 记分 别 是 一 R。 和 R， 方向 上 的 单位 矢量 ( 即 = 
一 RR,/ R,, 而 R, 一 |R,|), 我 们 已 经 使 用 了 下 述 事 实 带 来 的 近 
似 , 即 Rs 远大 于 势 不 能 忽略 的 任何 |r1 的 值 。 只 有 在 指数 因 
子 中 才 有 必要 保留 + 的 一 阶 项 ， 因 为 这 个 因子 对 于 位 相 的 小 
的 相对 变化 相当 敏感 。 这 里 我 们 需要 
(rat re) 全 (人 R 十 Ro) 
+ 2(R + RG r 一 br)。 (6-32) 


ry 二 R, (1 


> R,—i,:.r, (6-31) 


利用 这 些 近 似 , 传 播 子 可 写 为 
KV(b,a) ~ 一 二 (= ) 7 各 机 直 ) 


i179 2 
“exp| 2 (Rs+R | 
ep| 2 
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， | exp | 这 CR, 十 R,) (i, 4 站 — 1, ‘Yr) | 
‘ V(r)ar. (6-33) 
物理 解释 ”我 们 来 研究 式 (6-33), 从 中 可 以 导出 运动 
的 某 些 物理 特征 。 在 时 间 7 了 中 ,电子 飞行 的 总 距离 为 R, 十 
R,。 这 样 ,在 这 段 时 间 内 , 它 的 速度 是 x 一 (R, 十 R,)/T, 能 
量 是 mw?/2, 动量 的 绝对 值 是 mx，。 写 出 这 些 表达 式 ， 就 是 假 
定 了 散射 过 程 不 改变 电子 的 能 量 . 
考察 式 (6-33) 积 分 前 面 的 指数 因子 ,可 以 验证 速度 、 能 量 
和 动量 的 这 些 值 是 一 致 的 。 这 个 指数 项 的 位 相 是 im (R。 十 
R,)*/2#T， 此 位 相对 了 的 导数 给 出 频率 


一 二 (Rt Re (6-34) 
2 广 T° 
由 上 面 定义 过 的 sw。 上 式 意 味 着 能 量 是 mw/2 {参看 式 
(3-15)]. 
位 相对 Rs 的 微 商 产 生 点 4 处 的 波 数 
Rm Ra + KF, as . (6-35) 
天 了 


它 意味 着 动量 的 大 小 是 mu 【参看 式 (3-12)1]. 


问题 6-5 式 (6-28) 对 * 的 积分 可 以 用 固定 位 相 的 方法 来 近 
似 。 研 究 此 方法 对 这 个 积分 的 应 用 证 明 ， 积 分 的 大 部 分 贡献 来 自 接近 
区 域 := Rejx 的 : 值 ， 要 是 电子 以 经 典 方 式 运 动 ， 经 过 这 段 时 间 
(Rs/u)， 它 会 到 达 原 子 中 心 ， z 


用 电子 速度 的 定义 x 一 (R。 十 R,)/T 来 定义 人 射 动量 


矢量 ps, 和 出 射 动量 天 量 ps; 
ps = muils, (6-36) 
ps — mise (6-37) 


这 样 , 式 (6-33) 可 写 为 
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kL, a) 一 一 二 人 7 ) 
wi 


. fr wp (pp)-r |r ar. (6-38) 


将 动量 改变 ,或 动量 传递 记 为 q 一 ps 一 ps， 再 定义 量 vq): 
sq) 一 | exp | (q. r)| V(r)ar. (6-39) 


电子 到 达 点 5b 的 几率 由 传播 子 Kv(5, a) 的 模 方 给 出 . 因 
此 ， 这 个 几率 取决 于 这 个 传播 子 级 数 展开 式 中 的 第 一 项 【 即 
Ko(5, a)]， 这 一 项 可 能 很 大 ,以 致 可 把 小 微 护 项 KD(6，, a) 
完全 掩盖 住 
由 于 这 个 原因 ,在 大 多 数 散 射 实 验 中 ,习惯 用 适当 的 屏 使 
人 射 束 准 直 ,使 未 被 寺中 原子 散射 的 电子 限制 在 一 特定 线 (或 
方向 ) 的 区 域内 , 如 图 6-6 所 未 ， 当 然 , 准 直 用 的 屏 会 产生 征 
射 ,正如 节 3-2 和 节 3-3 中 研究 过 的 那样 , 这 意味 着 , 某 些 未 
被 散射 的 电子 会 出 现在 这 个 中 心 束 的 外 边 ， 然而 , 用 恰当 的 
准 直 装置 以 及 适当 地 远离 准 直 束 的 位 置 ， 被 准 直 器 衍射 的 电 
子 数目 将 会 远 小 于 被 靶 中 原子 散射 的 电子 数 ， 
在 这 样 的 区 域内 ， 电 子 到 达 的 几率 (至 少 近 似 到 一 阶 ) 仅 
由 K®(b, a) 的 模 方 给 出 。 使 用 式 (6-38) 及 式 (6-39)， 这 
个 几率 是 
是 全 估计 一 着 (区 二 Dl 《6-40) 
”在 上 面 这 个 表达 式 中 ,因子 v(q) 包含 了 原子 势 的 特征 以 
及 传播 子 与 R。 和 Rs 的 相对 方向 的 关系 。 它 与 实验 仪器 的 尺 
寸 完全 无 关 。 式 (6-40) 中 剩 下 的 因子 表示 这 些 尺寸 的 影响 ， 
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多 0-6 ”消除 5 处 寒 阶 项 的 准 直 器 原理 ， 具有 那些 至 少 散 射 

一 次 的 电子 才能 以 相当 大 的 几率 从 点 路 到 点 上 5。 这样, 在 

Ky(6, a) 徽 扰 晨 开 式 由 的 零 阶 项 将 贡献 一 个 微不足道 的 量 ， 

人 因而 可 以 忽 路 ， 第 一 个 重要 的 项 是 KK 人 (Bp, 2) 
例如 , 容易 看 出 , 项 1/ Ri 来 源 于 下 述 思 想 , 即 一 个 电子 实际 
打 中 原子 的 机 会 反比 于 Ri。 鉴于 我 们 已 经 假设 有 某 些 准 直 
只 这 个 事实 ,在 这 个 实验 中 应 用 上 述 思想 可 能 有 问题 ， 然 而 ， 
在 原子 尺度 可 忽略 这 个 准 真 器 的 影响 ,从 车 原子 的 观点 来 看 ， 
人 射电 子 束 就 像 由 单个 源 的 所 有 方向 飞 来 的 电子 组 成 似 的 ， 
以 类 位 方式 ,散射 后 电子 又 从 散射 原子 向 所 有 方向 飞 出 ， 
这 样 ,单位 体积 在 计数 器 内 找到 电子 的 机 会 反比 于 Ri 。 因 为 
实验 的 更 有 意义 的 性 质 包 含 在 函数 *(q) 中 ,我 们 将 在 下 节 
特别 注意 这 个 函数 
其 他 因子 取决 于 传播 子 的 特定 的 归 一 化 方式 ， 如 果 我 们 

用 一 个 比 全 形式 给 出 它 ， 则 解释 这 个 公式 就 更 容易 了 。 我 们 
用 在 6 处 发 现 一 个 散射 粒子 的 几率 与 在 4 处 发 现 它 的 几率 作 
比较 ,点 4 在 原子 后 面 , 有 同样 的 总 距离 R, 十 Rs 《同样 时 间 
7 和 周 样 速度 ) 好 像 没 有 发 生 散射 似 的 ， 如 图 6-7 所 示 。 即 
我 们 计算 单位 体积 的 PC(4)， 好 像 原子 不 存在 似 的 ， 结 果 是 
1K,Cd, a) 上 ?或 


Pld) {mm ; wt l 
单位 体积 (二 TCR, + RY (6-41) 


2) -( mY) oCRs tt Re). 6-42 
ei A 关 疝 全 (6-42) 


下 一 节 我 们 要 从 几何 角度 去 解释 上 面 最 后 那个 因子 。 还 要 更 
仔细 芳 虑 函数 v(q). 


图 6-7 如果 点 4 与 点 6( 即 Ri) 到 点 0 的 距离 相等 , 则 到 达 

这 两 点 电子 数 的 差 (或 比 ) 只 可 能 与 散射 现象 上 有关 ， 若 点 a 

处 于 未 散射 电子 的 直线 上 ， 则 到 达 点 5 的 电子 数 与 (好 像 没 

有 散射 源 似 的 ) 到 达 点 2 的 电子 数 之 比 是 散射 到 点 5 的 几率 

散射 堆 面 在 散射 实验 中 ， 用 截面 这 个 烽 念 来 描述 原 

子 特性 是 方便 和 的。 这 种 概念 的 好 处 是 便于 沿 经 典 物 理 的 思路 

来 考虑 问题 ,截面 o 定义 为 原子 的 等 效 训 面积 ( 按 经 典 观 点 )， 

散射 到 某 单 位 立体 角 必 定 要 打击 到 的 那个 面积 。 这 个 立体 角 

是 在 以 原子 为 心 的 球面 上 测量 的 。 因此 , 截面 是 散射 角 的 函 

数 ,， 即 是 R, 和 R; 夹 钊 的 函数 ， 用 这 个 经 典 模 型 ， 我 们 可 以 
确定 电子 到 达 点 4 的 几率 。 

大 从 原点 出 发 的 粒子 在 距离 Rs 处 打 到 面积 为 do 的 小 各 

上 , 则 这 些 粒 子 再 也 不 会 运动 到 区 域 4, 本 来 它们 会 在 那儿 扩 

展 到 面积 为 【(R,。 十 R,)/R,1do 的 区 域 。 它们 会 被 散射 到 

朝向 4 的 一 个 立体 角 42 内 , 并 因此 扩展 的 面积 为 Ri48， 如 

图 6-8 所 示 。 所 以 在 “处 发 现 电 子 的 几率 与 〈 如 果 没 有 和 靶 ) 

在 4 处 发 现 电子 几率 之 比 与 相应 面积 成 反比 : 

P(b) _ (R, + Rs)do 


6-43 
Pld) R’ RidQ ( ) 
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比较 式 46-42) 和 式 (6-43), 我 们 看 到 ,单位 立体 角 的 截面 是 


7) OE. (6-44) 


使 用 截面 表达 式 而 不 是 直接 使 用 式 〈6-40) 的 主要 好 处 
是 : 式 (6-44) 与 特定 实验 条 件 无 关 , 因此 , 在 一 个 实验 或 另 
一 个 实验 中 所 获得 的 截面 可 以 直接 比较 ， 而 单位 体积 几率 则 
不 能 . 


图 6-8 打 到 船上 面积 40 的 粒子 转 过 角度 日 进入 由 立体 角 
dQ 所 张 开 的 面积 内 . 若 没有 靶 , 则 粒子 会 前 进 到 点 4. 因 为 有 
让 ,它们 前 进 到 点 5, 扩展 面积 为 Rid9. 在 点 4 发 现 粒子 的 几 
率 反比 于 粒子 束 到 达 点 4 时 会 扩展 成 的 面积 ， 类 似 地 ， 在 点 
2 找到 粒子 的 几率 反比 于 散射 粒子 束 由 和 飞 到 点 2 时 扩展 成 
的 面积 RiaQ. 车 我 们 取 这 些 面积 的 比 , 则 我 们 得 到 有 关 几 
率 的 反比 . 按 此 观点 ?我 们 说 ,所 有 打 到 和 靶 面 积 40 上 的 粒子 
者 散射 ,并 偏转 过 一 特定 角 688， 当然, 实际 上 只 有 少数 打 到 对 
上 的 粒子 发 生 散 射 ， 并 且 只 有 其 中 一 部 分 偏转 过 角度 96。 这 
样 ， 在 些 计算 中 所 用 的 面积 元 420 是 散射 偏转 角 8 的 等 效 截 
面 ,而 9 用 粒子 散射 进 人 的 立体 角 元 49 来 度量 


必须 强调 ,这 种 等 效 靶 的 概念 纯粹 是 经 典 的 ,并 且 便 于 记 
录 散 射 几率 .。 它 与 原子 尺度 之 间 没 有 任何 直接 的 关系 ， 世 不 
可 设想 散射 机 构 是 恰好 局 限 在 这 个 面积 内 。 例如 ,人们 所 希 
望 在 靶 后 按 经 典 方 式 发 现 的 阴影 并 不 按 经 典 意义 〈《 有 明显 边 
界 ) 存 在 ; 因为 我 们 处 理 的 是 波 现象 ,会 有 衍射 进 和 阴影. 

原子 势 的 特殊 形式 。 下 面 一 些 问题 给 出 了 当 原 子 势 有 
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种 种 特殊 形式 时 所 得 到 的 结果 。 
问题 6-6 设 势 是 中 心力 势 ,因而 VAY) 三 V(r)。 证明,v(q)》 可 以 
号 为 
sq) = (4) = 人 | r (sin 至) ve. (6-45) 


设 V(r) 是 库仑 势 Zc/r。 在 此 情况 下 。x%4) 的 积分 在 上 限 振荡 。 但 
是 可 以 先 引 进 因子 cxp( 一 sr), 然后 再 取 当 60 时 结果 的 极限 ,这 样 
人 为 地 使 积分 收敛 了 。 按 照 这 种 计算 ,证 明 截 面 对 应 于 上 户 瑟 福 截面 : 


4Ze'rn’ Te; 


ORuth 一 一 == Tm a ino 2a)y a (6-46) 
其 中 e = 电子 电荷 ; 4 二 2psin(012) 一 2musin(012); 0 一 矢量 ii 和 
5 之 间 的 角度 ， (6-47) 


问题 6-6 的 结果 碰巧 是 精确 的 。 风 一 阶 玻 思 近似 给 出 库 

仑 势 中 散射 几率 的 精确 值 。 这 并 不 意味 着 高 阶 项 是 零 ; 而 是 

意味 着 高 阶 项 只 对 散射 几率 幅 的 位 相 有 贡献 。 因 为 几率 是 几 

率 幅 的 模 方 ,所 以 与 位 相 无 关 ， 这样, 一 阶 玻 恩 近似 虽 能 给 出 

正确 的 几率 值 ， 却 给 不 出 精确 的 几率 幅 。 库仑 散射 的 这 种 情 

况 是 有 趣 的 ， 还 有 另 一 个 巧合 。 对 这 个 散射 问题 的 完全 经 典 
处 理 ( 即 把 电子 作为 带电 质点 处 理 ) 也 给 出 同样 结 订 . 
问题 6-7 设 势 YCr) 是 由 电荷 分 布 er) 产生 的 于 是 

"7(r) 一 4ree(r)。 (6-48) 

设 当 [rl 一 0 时 pe《(r) 趋 近 于 零用 cxp(iq *r/#) 乘 式 (6-48)， 两 边 

对 r 积分 两 次 ,证 明 ，vCq) 可 以 用 。 表示 为 

vq) 一 | exp |#Ca ")| Cr)d7。 (6-49) 

一 个 原子 可 以 用 它 的 电荷 密度 来 表示 。 在 原子 核 处 电 得 

密度 是 奇异 的 , 因此 , 它 可 以 用 强度 为 Z 的 7 的 6 函数 表示 ， 

这 里 Z 是 原子 核 的 电荷 。 于 是 ， 若 c- 是 原子 中 的 电子 密度 ， 
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则 >(q) 是 


ep| 二 (q . r) | 2 (6-50) 


化 括号 中 的 量 称 为 电子 散射 的 形状 因子 。[ 附 带 ,X 射 线 散 身 
中 也 出 现 类 似 的 形状 因子 。XX 射 线 散射 理论 表明 ， 只 有 原子 
中 的 电子 (而 不 是 原子 核 ) 对 散射 有 贡献 。 因此 , 和 射线 散射 
的 形状 因子 是 同样 的 ,但 是 不 含 Z 这 一 项 .] 

原子 中 , 仅 在 非常 小 的 半径 内 , 势 才 遵循 库仑 定律 。 随 着 
半径 增加 ,原子 中 的 电子 逐渐 屏蔽 (或 抵 销 ) 核 电 蓓 ,直到 当 
值 足够 大 时 , 势 等 于 零 。 有 一 种 非常 粗糙 的 近似 方式 ,用 下 述 
公式 可 以 计算 出 原子 中 电子 的 屏蔽 效应 : 


Cr) 一 2 exp (二 ). (6-51) 
在 此 表示 式 中 ，a 称 为 原子 半径 。 这 与 化 学 中 使 用 的 原子 的 


外 径 不 同 , 它 由 ao/Z” 给 出 ,其 中 
zu = /me 一 0.528 A. 


问题 6-8 证 明 在 这 个 势 中 ， 
4nr2Zen? 


z v(q) = FT CHa (6-52) 
因此 ， 
2 4 1720" 1 9 LAW 7 
r= Ze {2 [eins + (52) } 本 (6-53) 
总 截面 97 定义 为 o 在 单位 球 上 的 积分 , 即 
0 一 | cao. (6-54) 
在 这 个 例子 中 证 明 ，cr 由 下 式 给 出 : 
Gy = a? Ze" |(2uA) (6-55) 


1 + Bl(2po 
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问题 6-9 ”现在 介绍 下 述 事实 , 即 原子 核 有 一 个 由 
r= 1.2Xx10-23 X( 质 量 数 )Yscnm (6-56) 

给 定 的 有 限 半 径 ， 设 核电 荷 几乎 均匀 分 布 在 这 个 半径 的 球体 中 。 当 电 
子 被 原子 散射 的 转移 动量 4 大 时 ,上 述 假定 对 截面 有 什么 影响 ? 

利用 这 个 效应 证 明 , 可 以 根据 某 些 核电 荷 分 布 的 细节 决定 核 半径 . 
为 了 产生 明显 效应 、 人 射电 子 动量 必须 多 大 ? 观察 大 角 散 射 和 观察 
小 角 散 射 哪 一 种 观察 应 当 更 小 心 一 些 ? 为 什么 ? 

注意 在 这 类 实验 中 ， 所 需要 的 电子 动量 很 高 ， 以 致 求 动能 必须 
用 相对 论 公 式 = Vmic 二 cj 二 me。 因此 ,严格 地 说 ,我 们 不 应 
使 用 非 相 对 论 公式 去 描述 相互 作用 。 然 而 ,动量 和 波长 能量 与 频率 之 
闻 的 关系 在 相对 论 情况 下 并 不 改变 。 因 为 正 是 波长 决定 了 这 个 “电子 
显微镜 ”的 分 辩 力 ,所 以 非 相 对 论 公 式 计算 的 动量 仍 是 正确 的 ， 

问题 6-10 考虑 由 两 个 原子 4 和 B 组 成 的 双 原 子 分 子 , 4 和 B 的 
质心 分 别 位 于 矢量 a 和 给 定 的 点 。 使 用 玻 恩 近似 证 明 ， 电 子 由 这 种 
分 子 散射 的 几率 幅 为 


K(0 一 exp EC 。 a)| 14(q) 


+ exp [FGa eb)] a), (6-57) 


其 中 f4 和 fs 分 别 是 两 个 原子 位 于 坐标 系 中 心 时 单独 散射 的 几率 幅 , 原 
子 的 结合 不 会 使 核 膨 围 的 电 蓓 分 布 有 很 大 变化 (除了 像 所 那样 非常 轻 
的 核 ), 因 为 结合 力 只 影响 少数 几 个 最 外 层 的 电子 ， 

利用 式 (6-57) 证 明 , 9 取 基 特定 值 时 的 散射 几率 正比 于 14 + 龙 二 
214fscos (qd), 其 中 d=a 一 b. 

用 玻 恩 近似 计算 的 1 值 是 实数 ， 其 结果 适用 于 各 种 分 子 衍射 实验 
中 通常 所 使 用 的 电子 能 量 (于 电子 伏特 量 级 )， 然 而 ， 若 分 子 包含 了 像 
铀 那样 非常 重 的 原子 , 则 这 个 原子 的 势 太 大 了 ,以 致 玻 恩 近似 不 足以 描 
述 它 ,从 而 必须 有 一 些小 的 修正 . 

问题 6-11 设 分 于 的 取向 是 无 规 的 . 证明: 电子 被 一 群 这 种 分 
子 散射 的 平均 几率 正比 于 朋 + 大 + 2f4fa(sinq。d)/q。d， 这 个 结果 


e 145 。 


卡 样 推广 到 多 原子 分 子 情形 ? 

这 个 结果 就 是 电子 衍射 技术 可 能 确定 分 子 形状 的 根据 . 

问题 6-12 设 V(r) 与 时 间 无 关 , 证 明 : 二 阶 散射 项 Kb。 a) 
的 时 间 和 分 给 出 


2 3f2 
KS, 0) 一 人 ( 5 


到 | 全 fed 十 foe 十 Yi 


rat eet bd 


op [Go + roe + ry] 


28T 
* V(r V(r ) ad rd rs, (6-58) 
其 中 as 5 cd4 名 点 的 排列 如 图 6-9 所 示 。+cs 为 点 <，4 之 间 的 距离 ， 


其 余 类 推 . 
设 在 比 R。 或 Rs 还 短 得 多 的 距离 上 ，V《r) 已 经 小 得 可 以 忽略 了 . 
证 明 : 截面 由 5 = [il* 给 出 ， 式 中 包含 一 阶 项 的 散射 几率 幅 1 是 


j 2 r exp [~ 二 (ps * r)V(r) 


。 exp 已 (Pps* | 
+ 人 了] 


. V(ra)r 避 exp| 王 prea | V(r,) 


» exp | 六 (Pps* r.) | dr.dira 十 高 阶 项 ， (6-59) 


其 中 ps 和 ps 分 别 是 在 Re 和 一 R 方向 上 飞行 的 电子 动量 。 动量 的 大 
小 是 ,电子 被 比较 重 的 原 于 弹性 散射 时 , p 几乎 不 变 ， 

我 们 可 能 期 望 ,在 玻 恩 近似 不 够 的 情况 下 ,计算 二 阶 项 作 
为 修正 是 值得 的 。 但 实际 上 。 这 种 应 用 里 的 式 (6-59) 看 来 
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象 是 浙 近 级 数 形式 。 若 第 二 项 得 到 了 一 个 显著 的 修正 〈 比 如 
说 百 分 之 十 或 更 多 ), 则 高 阶 项 也 不 会 比 它 小 很 多 ， 于 是 用 这 


图 6-9 为 增加 散射 计算 的 精确 度 , 我 们 可 以 计算 人 微 扰 展 开 式 
中 的 二 阶 项 ， 像 图 6-2(3) 中 那样 ,这儿 画 出 了 电子 在 原子 势 
中 两 个 分 开 点 处 的 散射 过 程 。 电子 由 点 开始 自由 行进 到 点 
c; 在 此 被 散射 ,之 后 又 自由 行进 到 点 4, 在 此 又 被 散射 ,最 后 彼 
由 行进 到 点 5 而 被 计数 器 收集 。 点 < 和 点 4 可 以 位 于 空间 中 
任何 位 置 。 在 这 些 点 的 原子 势 取决 于 由 原子 质心 2 开始 算 起 
的 径 向 矢量 r- 和 ra 
种 方法 不 易 给 出 正确 的 修正 ， 当 然 ， 若 问题 中 玻 轩 近似 的 误 
差 很 小 (比如 说 少 于 百 分 之 一 ), 则 从 第 二 项 得 到 修正 就 够 了 、 
处 理 散射 波 西 数 ”在 我 们 描述 过 的 散射 实验 中 曾 假 
设 , 人 射电 子 的 初 态 是 具有 动量 p, 的 自由 粒子 。 我 们 还 曾 假 
设 这 个 动量 的 值 由 飞行 时 间 技 术 确 定 〈 即 飞行 距离 R, 十 Rs 
所 需要 的 全 部 时 间 是 7T). z 
这 种 技术 并 不 是 非 用 不 可 的 。 使 我 们 能 确定 动量 的 任何 
方法 同样 是 令 人 满意 的 。 因此 , 将 用 波 涡 数 方法 来 推广 我 们 
的 散射 现象 的 图 象 . 
设 已 知人 射电 子 的 动量 为 p,， 能 量 为 E, = 名/2m， 于 
是 人 射电 子 波 晒 数 是 


bp, = exp | 二 Cp, .rr) 一 EE , (6-60) 


因此 ,使 用 式 (6-27) 的 前 两 项 , 近似 到 一 阶 的 出 射电 子 波 图 
数 是 


名 是 必 7 和 


pb(R,, 1;) 一 exp| SCP, 了) 一 Ea,| 


一 三 | | Ko(R.,, tip3 TT, DV(r, 1) 


[ 
. exp| 一 二 (p .rr) 一 pd drdi. (6-61) 


此 式 中 第 一 项 表示 自由 粒子 波 ， 它 穿 过 势 区 域 而 没有 发 生 散 
射 。 第 二 项 是 散射 电子 的 几率 幅 ， 若 用 w 表示 这 项 , 则 山 是 
散射 波 ， 


问题 6-13 设 V(r,:) 实际 上 与 1 无关。 在 式 (6-61) 中 代入 自 
由 粒子 传播 子 K。， 将 结果 对 : 积分 ,证 明 ; 


LR,s1s) = exp 外 Eis 用 ezp 已 (P。。 R,) | 


| 二) 
-~ exp{ -prs VOY 
+ | i dd A 


. exp| 二 (ps, « rc) | dr (6-62) 


其 中 rs 是 由 终点 5 到 积分 变 点 c 的 距离 ;而 ?是 电子 动量 的 大 小 . 
再 一 次 假设 ， 在 比 Rs 或 R。 还 小 得 多 的 距离 上 ， 势 已 经 下 降 到 
零 . 证 明 : 可 以 把 式 (6-62) 写 为 


YCRs to = oxp [E+ 二 CPs* Ro)| 


+ 区 (二 oR )， (6-63) 


其 中 散射 幅 1 用 v(9) 定义 为 | 参看 式 (6-39)] 


rm 
7 一 pA (6-64) 


式 (6-63) 的 最 后 一 项 (f/R。)exp(ipRo/#) 可 以 看 成 为 
e148°* 


散射 波 函 数 的 空间 部 分 。 它 的 形式 为 由 散射 原子 的 质心 向 外 
辐射 的 球面 波 。 这 个 球面 波 在 某 特 定 散 射 角 处 的 波幅 通过 函 
数 了 与 角度 有 关 ， 而 根据 式 46-647。+ 又 随 传 递 动量 4 而 变 
化 ， 因 此 ,散射 以 后 电子 的 完整 波 函数 可 以 看 成 是 两 项 之 和 。 
第 一 项 是 未 被 散射 电子 的 平面 波 exp(;p,' Rs/ 有 ), 第 二 项 是 
散射 电子 的 球面 波 , 如 图 6-10 所 示 。 应 用 这 个 观点 推导 截面 
0 的 公式 。 


图 6-10 以 等 价 波 表 示 的 电子 束 向 着 0O 处 的 原子 核 运动 ， 此 
束 中 的 最 强 的 一 部 分 不 受 影响 地 运动 , 仍 是 动量 为 ps 的 平面 
波 .此 束 的 一 小 部 分 在 原子 核 处 散射 :以 球面 波形 式 离开 0 点 
运动 .于 是 ,在 原子 核 0 的 距离 为 Rs 的 某 点 4 处 :电子 波 总 强 
度 ( 电 子 数 ) 分 成 两 部 分 ， 第 一 部 分 是 平面 波 exzp(ip。 Rej/ 地) 
给 出 的 未 散射 束 。 第 二 部 分 是 球面 波形 式 的 散射 波 《1/ Rs) 
“exnGipRs/ 5) 乘 以 函数 1, 了 决定 了 与 角度 的 关系 . 这 两 种 波 
的 登 加 给 出 了 散射 玻 函 数 的 空间 部 分 


问题 6-14 应 用 流沙 数 方法 讨论 电子 被 正弦 振荡 场 散 射 的 情况 ， 
这 个 场 的 势 由 下 式 给 出 : 
V(r, #1) = U(r )coswr. (6-65) 
证 明 : 在 一 阶 玻 恩 近似 中 ,出 射 疲 的 能 量 要 改变 一 个 量 ,或 者 是 w 或 者 
是 一 w。 在 高 阶 项 中 会 发 生 什 么 情况 ? 


6-5 与 时 间 有 关 的 微 扰 及 跃迁 几率 幅 
跃迁 几率 幅 。 当 未 微 扰 问题 相应 的 势 与 时 间 无 关 时 ， 
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微 扰 理论 有 一 个 特别 有 用 的 形式 ,因为 我 们 在 式 (4-59) 中 已 
看 到 , 这 时 , 未 微 扰 传播 子 可 以 用 未 微 扰 问题 的 本 征 函 数 由 
和 本 征 值 E， 展开 成 (为 了 方便 ,现在 用 一 维 进行 讨论 ) 


Ky(2,1) = >) bx) P(x) 


。 xp | 一: (#2 一 | 当 1 > (6-66) 


现在 我 们 来 看 把 Ku 代入 这 个 表达 式 后 的 Ky(2, 1) 的 
级 数 。 写 出 前 两 项 ; 


Kv(2, 1) 一 > pn(x2) Par) 


E 
太 


《六 一 | 


。 exp | 一 


一 上 之 ， SH EXCDIAENI A 


op | —i Se (2 一 6 | ax) on) 
exp | 一 oe C0 —) lanas, 二. (6-67) 


显然 ,每 一 项 里 ,x 都 出 现在 某 波 水 数 中 , 如 pm(x1), x 也 辣 
样 , 因 此 ,我 们 总 可 以 把 Km 写成 


Kv(2, 1) 一 D>) > Nmntas pmx2) per), (6-68) 
其 中 这 些 4 是 与 ,4 有关 的 系数 。 我 们 将 把 这 些 系数 叫做 
跃迁 几率 幅 ， 近 似 到 V 零 阶 , 这 必然 化 为 Kv, 所 以 近似 到 堆 


阶 Lmn 一 Bnne En/ DE) 若 将 1 按 和 的 升 阶 展开 成 级 数 3 
则 有 


lmn — mnexp | 一; 学 (2, 一 | 


et50。 


十 1 吕 十 1 十 5 (6-69) 
与 式 (6-67) 比较 表明 ， 
赐 一 一 二 | CVC oem 
* exp 入 [5 一 六 ) ~ E(ts — a) ha. (6-70) 


问题 6-15 ”记得 在 问题 5-4 中 , 我 们 把 一 个 特定 积分 定义 为 由 状 
态 %zx*) 到 状态 Xx(*) 的 由 迁 几率 幅 ， 证 明 : 当初 态 是 本 征 函 数 $s(*) 
而 末 态 是 本 征 浮 数 pn(*) 时 ， 孜 数 Me 满足 这 个 定义 ， 


为 了 简洁 ,定义 
Va) 一 | PEE)V Css 1) ba de (6-71) 
(有 时 称 其 为 V 在 状态 # 和 mm 之 闻 的 息 伯 元.) 于 是 式 (6-70) 


”可 以 写 为 


Li 一 地 exp (一 三 Emt2 十 Bo 
2 < 
” | Vnn(t3)exp 三 (En 一 Es a (6-72) 
f£, 


这 就 是 与 时 间 有 关 微 扰 论 的 一 个 重要 结果 。 若 系统 在 初始 时 
刻 状 态 为 >” ， 则 系数 ww 是 在 时 刻 4 发 现 系 统 处 于 状态 亚 的 
几率 幅 . 

设 时 刻 的 波 画 数 是 $,(x,). 那么 时 刻 1 的 波 函 数 是 什 
么 ? 使 用 式 (3-42)，, 我 们 可 以 把 时 刻 & 的 波 况 数 表示 为 


| Ky(2,1)dn(xD)daz 一 D2 upilr) 
一 2 tt 1 
” | Pr Ox) pn ri dx 
= > Vin br (xX2),. (6-73) 
x . 
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即 在 时 刻 2， 波 函数 的 形式 为 > Cgpm(x;). 


在 式 (4-48) 中 曾 第 一 次 引进 这 种 用 本 征 函 数 展开 的 表达 
式 。 现在 我 们 可 以 赋予 常数 C。 以 较 深 的 含意。 我们 可 以 把 
Cm 解释 为 系统 处 于 状态 do 的 几率 幅 。 在 这 个 特定 情况 下 ， 
Cm 一 4m 是 系统 在 时 刻 的 状态 为 mm， 而 在 时 刻 又 处 于 
状态 bw 的 几率 幅 。 . 

“车 没有 势 作 用 , 则 系统 一 旦 处 于 状态 7 , 它 就 有 一 个 随时 
闻 变 化 的 振幅 永远 处 于 状态 2 中 。 于 是 近似 到 零 阶 lo。 一 
6maexp[ 一 (iEs/ 认 )(ts 一 4)]。 我 们 可 以 用 下 述 规 则 (参看 图 
6-11) 解 释 一 阶 项 .在 时 间 dz 内 ， 从 状态 7 散射 到 状态 m 的 
几率 幅 是 一 (i/)Vmalt) dz. 


”和 初 态 | 末 态 


图 6-11 初始 处 于 第 ”个 能 级 的 系统 受 势 也 影响 ,了 可 以 把 

系统 “散射 ” 进 它 所 有 可 能 的 状态 ， 例如 散射 进 第 & 个 态 的 

几率 幅 正 比 于 Vss. 特别 是 在 时 间 闻 隔 dt 内 , 系统 从 状态 
2 散射 到 状态 避 的 几率 幅 是 一 Qi/)V wriDdt 


问题 6-16 ”把 式 (6-71) 解释 为 对 所 有 可 能 性 求 和 和 ; 请 确定 这 些 
可 能 矩阵 元 ， 
问题 6-17 通过 解释 每 一 项 的 含意 来 解释 式 《6-72)。 然后 征明 
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并 解释 二 阶 系数 方程 
让 候 ee[ 


。FE (一 1)| Vat) 
i 


。 EXD [=e — 1) | dn ax C6-74) 
间 题 6-18 推导 并 解释 积分 方程 


Amn(12, 1) 一 Onn XP | 一 志 BC 一 5] 
一 S| "exp 局 El(i, 一 5)] 


x 之 ，Pwk(ts)Mun(zssri)dzs。 (6-75) 


问题 6-19 把 AmsC 7) 看 成 是 最 终 时 间 i, 的 遂 数 。 使 用 式 (6-75) 
或 式 (6-69) 证 明 : 


元 Am sta) 一 一 言 之/ cx 已 
(En 一 Bao] Vail: han 1) 


一 Enna(1). (6-76) 


给 出 这 个 结果 的 真 接 物 蛤 解释 . 然后 直接 从 巷 定 庙 方 程 推出 这 一 结 


汀 \ 


提示 应 用 式 (6-73) 并 代入 莅 定 谓 方 程 。 注意 ， 可 直接 用 式 
(6-76) 和 初始 条 件 XAwr(711) 二 56m 一 起 来 确定 入。 


我 们 可 以 用 下 述 规则 解释 〈《6-69) . 式 中 的 所 有 项， 即 
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一 (i/#5)Vm，(z)at 是 势 V 在 时 间 间 隔 dz 内 使 系统 从 状态 = 
散射 (或 者 说 诱导 跃迁 ) 到 状态 mw 的 几率 幅 . 通过 0, 1, 2,… 
或 更 多 次 散射 我 们 可 以 使 系统 从 状态 = 变 到 状态 m。 仅 当 
m 一 x， 我 们 才 可 能 使 系统 无 散射 地 在 两 个 状态 之 间 变 化 、 
于 是 表达 式 中 第 一 项 正比 于 5x. 

由 式 (6-72) 提 供 的 第 二 项 给 出 跃迁 作为 一 次 散射 的 结果 
而 发 生 的 几率 幅 。 在 时 刻 ,于 初始 状态 # 中 发 现 粒子 的 几 
率 幅 正 比 于 exp[ 一 iE,(ss 一 刀 )/#].( 在 这 种 情况 下 ,所 谓 在 
状态 7 中 发 现 ” 应 解释 为 "有 可 能 在 状态 ” 中 被 7 散射 *,) 在 
状态 ”和 秋之 间 被 了 散射 的 几率 幅 是 《一 站 妨 了 ww。 最 后 , 在 
时 刻 4 发 现 粒 子 处 于 状态 ww 的 几率 幅 《 此 时 应 理解 为 “在 
发 生 散 射 的 时 刻 状态 mw 适用 于 这 个 粒子 的 几率 幅 *) 正比 于 
exp[ 一 iE,(z; 一 六/ 下。 这 样 的 散射 可 能 在 a 和 之 间 任 意 
时 刻 发 生 。 因 此 ,对 与 的 积分 应 在 这 两 个 端点 之 间 进 行 . 

由 式 (6-74) 给 出 的 第 三 项 是 双 ( 即 二 阶 ) 散 射 所 产生 的 跃 
迁 几 率 幅 。 第 一 次 散射 使 系统 由 其 初 态 = 于 时 刻 4 到 中 间 术 
六 。 之 后 ,系统 便 处 于 这 个 状态 ,直到 时 刻 4。 这 时 , 它 散 射 的 
可 能 性 再 一 次 由 指数 函数 exp[ (一 i/#)Er(n 一 4)] 度 量 . 另 
一 次 散射 发 生 在 时 刻 4, 并 且 使 系统 从 状态 变 到 状态 x. 对 
所 有 可 能 的 散射 时 刻 和 1 积分 5 其 中 只 要 求 时 刻 fs 应 早 于 
时 刻 2。 然后 我 们 把 所 有 可 能 的 中 间 状 态 《 加 起 来 ， 这 些 中 
间 状 态 就 是 系统 在 中 间 阶 段 可 能 被 散射 到 的 状态 . 
”刚才 我 们 所 解释 的 式 (6-69) 中 各 项 给 出 了 时 间 有 关 微 
扰 论 的 一 般 结果 。 它 可 以 应 用 于 未 微 护 系 统 有 常 哈密 顿 量 、 
因而 有 确定 能 量 值 的 情况 ， 下 面 , 我 们 将 更 详细 地 研究 这 个 
理论 的 某 些 特殊 情况 . 

一 阶 跃迁 首先 ,我们 处 理 终 态 ?不 同 于 初 态 ” 的 情 
况 , 并 只 考虑 第 一 玻 恩 近似 ， 即 式 (6-69) 中 的 第 二 项 ， 其 结 
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果 可 适用 于 了 值 小 的 情况 。 使 系统 从 zw 跃迁 到 w 的 几率 幅 
是 


， 2 。 
1 一 一 二 人 ap| 二 CE。 — En) |V ml) 
大 J h 
. ezp| 一 一 (Et 一 Bo |. (6-77) 


这 是 时 间 有 关 微 扰 论 中 的 非常 重要 的 特殊 公式 。 作 为 第 一 个 
例子 ， 设 V(x, 1) 一 V(x) 不 是 时 间 的 显 曙 数 。 若 我 们 取 0 
到 了 的 时 间 闻 隔 , 则 因 Vws 是 常数 ,有 


19 emp| 二 (Et 一 Bo | 
一 一 了 | = | 二 (GE _E ;| 4 
下 1 攻 , p 给 m 


i 
exp|- (E,— En TI—1 
Rh 
- E, 一 E, 
在 时 间 间 隔 工 内 的 跃迁 几率 便 是 
P(r—>m) = (1%.1’ 


一 | 六 po | fi ls, 一 E,)—. 


(6-79 ) 
我 们 看 到 ， 至 少 对 于 长 时 间 闻 隔 了 来 说 ， 这 个 几率 是 能 量 差 
(E, 一 Ew) 的 迅速 振荡 水 数 。 若 E, 和 相差 相当 大 : 即 若 
IF < |Em 一 Esa。 则 它 很 小 。 这 意思 是 ， 用 非常 弱 的 常 
微 扰 把 初 态 能 量 改变 为 相差 相当 大 的 终 态 能 量 的 几率 是 很 小 
的 、 有 人 会 问 : 怎么 可 能 期 望 用 一 个 小 扰动 Vw 来 使 能 量 改 
变 这 么 大 《En 一 E,) 呢 ? 回答 是 ， 我 们 必须 让 了 在 :一 0 
时 刻 突 然 开 始 起 作用 , 于 是 ,根据 测 不 准 原 理 , 这 种 时 间 的 确 
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a 


定性 可 能 导致 能 量 有 一 个 大 的 不 确定 性 [参看 (5-19) 式 及 有 
关 讨 论 ]. 
问题 6-20 设 了 是 缓慢 地 “ 开 ” 和 “ 关 . 例如 ， 令 Pr， 旋 一 


(ao1(0 。 式 中 帮 切 是 光滑 的 * 如 图 6-12 所 示 。 
1 


本 cxP(71) 当 *<0， 
1 一 于 exp( 一 72) 当 0</< 壮 ， 
人 2) 一 1 T 


1 一 本 cxp[ 一 r(T — 7)] 当 py <i<T, (6-80) 


pl —7( 一 7)] 当 #t>T. 


设 函 数 C1) 上 升 的 时 间 1/7《T, 而 且 7《 (Es 一 5,)。 证 明 : 式 (6- 
79) 给 出 的 几率 缩小 了 一 个 因子 {7:/[7? + (8 一 8,)*]}*， 在 1(/) 的 
这 个 定义 中 ， 其 对 时 间 的 二 次 导数 仍 有 不 连续 点 。 更 光滑 的 函数 会 攻 
来 进一步 的 缩小 。 


上 六 


0 ， 7 


图 6-12 ”使 系统 从 m 到 zz 跃迁 的 势 缓慢 地 * 开 ”“ 关 ”, 其 随时 
闻 变 化 的 因子 表示 在 图 上 . 当 这 个 时 间 因 子 变 得 更 光滑 ( 例 
如 ,不 连续 点 出 现在 更 高 次 导数 中 ) 时 ,跃迁 几率 变 得 更 小 
若 En 和, 精确 地 是 同一 能 量 , 则 我 们 发 现 , Pl(n 一 m) 
一 17Vmn1 7T /站 ， 它 正比 于 时 间 的 平方 而 增长 ， 这 意 昧 着 , 在 
此 情况 下 ,单位 时 间 内 的 跃迁 几率 的 概念 没有 意义 . 仅 当 了 7 了 短 
到 VmrT < 妇 方 时 ,这 个 公式 才 成 立 。 结 果 是 ,如 果 只 考虑 两 个 
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具有 精确 相同 微 扰 能 量 的 状态 ， 那 么 发 现 系 统 在 第 一 态 中 的 
几率 按 cos'(|Vmr|T/) 变化 ; 系统 在 第 二 态 中 的 几率 按 
sin《|7 /5)》 变化 ,而 我 们 的 公式 只 是 其 第 一 级 近似 , 
问题 6-21 ”考虑 一 个 特殊 情况 , 除 在 两 个 能 级 1 和 2 之 间 外 ， 微 
扰 势 了 的 矩阵 元 均 为 零 , 而 且 还 假设 这 两 个 能 级 是 退化 的 , 即 设 E, = 
Bi。 令 Pu 一 Pa 一 Vv; Vs Pu。 和 所 有 其 他 Vas 均等 于 零 。 证 明 


v2T? /AT vT 

Wl C6-81) 
oT IT: .oT 

Ais = 一 i + i 一 …。 一 isin 。 (6-82) 


问题 6-22 在 问题 6-21 中 ,我 们 及 ', = Vy， 因 此 、V1， 是 实 
数 . 证 明 : 即使 7,: 是 复数 ,物理 结果 仍 相 同 ( 令 "= 17,|). 


这 样 ， 系 统 在 两 个 状态 之 间 来 回 摇摆 。 由 这 个 结果 可 以 
得 到 进一步 的 结论 。 设 微 扰 作 用 持续 一 个 极 长 时 间 , 于 是 
FwoT/ 记 多 1. 车 在 任意 时 刻 T( 它 并 不 那么 确定 ) 研究 这 系 
统 ， 则 它 处 于 第 一 或 第 二 个 状态 的 平均 几率 相等 。 即 一 个 不 
确定 的 小 微 扰 在 有 相同 能 量 的 两 个 态 之 间 持续 作用 一 段 很 长 
时 间 ， 会 使 这 两 个 态 有 相等 的 几率 。 当 我 们 在 第 十 章 中 讨论 
统计 力学 理论 时 ,这 一 点 是 有 用 的 . 

很 重要 的 情况 是 ， 其 中 人 允许 的 终 态 能 量 E 的 值 不 是 分 
开 和 分 立 的 ,而 是 连续 的 ,或 至 少 是 非常 紧 靠 着 分 布 。 我 们 设 
p(E)4dE 是 在 能 量 E 到 E 十 4E 的 区 域 中 的 能 级 数 或 状态 
数 。 于 是 我 们 就 可 以 求 出 跃迁 到 此 连续 区 域 中 某 态 的 几率 
首先 我 们 看 到 ,跃迁 到 任何 E 一 E， 很 大 态 的 可 能 性 很 小 . 
最 可 能 的 是 ， 终 态 能 量 是 某 个 几乎 与 原来 能 量 Es 相同 的 能 
量 ( 误 差 在 十 Yw。 之 间 )。 进 入 任何 态 的 总 机 会 是 
2D) PO m) 一 之 ， [Fa 


ts 1 


es 157 as 


~ Asin[ (Em 一 E,)T/2#] 


(E,, 一 E,.) 
~ | ”im ja4sinz[CEm 一 E»)T/2#] 
71X 从 (E, _ E,.) 
" p(En)adE,. | (6-83) 


当 EE 之 E, 时 , 量 {4sin?[(En 一 Es)T/2#]}/ (En,— 
E,)” 非常 大 ,这 时 它 达 到 极 大 值 六 / 刀 ， 而 当 Ew 与 E, 之 差 
相当 大 (相对 于 和/ 工 ) 时 , 它 就 非常 小 ,如 图 6-13 所 示 ， 因 此 ， 
对 Em 作 积分 时 ,贡献 几乎 全 部 来 自 位 于 Es 的 邻 域 的 E。。 


6-13 ”在 此 图 中 ,用 变量 * 代替 了 能 量 莽 Ew 一 Bas， 当 这 

两 个 能 量 近 似 相等 时 〔x 非常 小 )， 郑 数 〈sin?*x)1xz” 达 到 其 

极 大 信 ， 对 大 的 差 值 函数 变 得 很 小 。 因 此 ,在 涉及 这 个 浮 数 

的 表达 式 中 ,最 重要 的 贡献 来 自 中 心 区 域 , 即 两 个 能 量 几 乎 相 
等 的 区 域 


若 Vm 变化 并 不 快 ， 则 可 以 用 一 个 典型 值 来 代 蔡 它 ， 而 
且 若 pCEm) 同样 变化 不 块 ， 则 用 下 式 代替 式 〈《6-83) 中 的 积 
分 是 一 个 好 的 近似 : 

1/ ~ (En sin'[ (En — E,)T/28 
tlVm lp( Es) | "SB Er dE (6-84) 
因为 | LCin’x)/ x*]dx 二 x, 式 (6-84) 中 的 积分 值 为 xT/2#， 
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所 以 我 们 得 到 了 跃迁 到 连续 区 域 中 某 态 的 几率 : 
pln> m) 一 2z|aa ee (6-85) 


并 且 终 态 能 量 与 初 态 能 量 相同 . 
由 这 些 结果 ,我 们 可 以 把 单位 时 间 跃 秆 几率 写成 
A 一 | Man ‘p(B), (6-86) 
2 


其 中 Msm 称 为 跃迁 矩阵 元 ;而 pC(E) 是 终 态 能 级 密度 .在 我 
们 的 情况 ，M ssm 是 Vms。 如 果 用 4m 的 高 阶 展 开 项 ， 那 么 
它 会 更 复杂 写 出 这 个 表达 式 的 另 一 方法 是 ， 从 态 # 到 某 特 


定 态 "的 单位 时 间 的 跃迁 几率 是 
dPln >m), 2r6(Es— En)\Mrsnl’ (6_87) 
dz 记 | 


于 是 , 当 对 一 组 状态 w 求 和 时 ， 只 剩 下 Em 一 BE。 的 那些 态 . 
因为 于 一 | 4Enp(Em)， 所 以 我 们 便 得 到 式 (6-86) 一 样 的 


结果 

我 们 可 以 用 一 个 例子 来 说 明 式 (6-86), 以 前 我 们 曾 由 不 
同 的 观点 讨论 过 这 个 例子 , 即 电子 在 势 中 的 散射 〈 参 看 节 6- 
4). 设 一 个 本 是 自由 的 电子 与 中 心 势 V(r) 相互 作用 , 我 们 希 
望 讨 论 把 这 个 粒子 从 有 具有 确定 动量 的 初 态 散射 到 具有 新 方向 
的 另 一 确定 动量 的 终 态 的 过 程 . 设 初 始 状 态 ”是 动量 为 P 的 
平面 波 , 于 是 波 函数 $。 是 exp (ip * r/#)( 它 是 这 样 归 一 化 
的 ,使 $s 的 模 方 遍及 单位 体积 的 积分 是 1 )。 同 样 , 设 终 态 是 


动量 为 p; 的 平面 法， 于 是 波 函数 $m 是 expliPy*` 了 /和 ， 乱 


阵 元 了 mo 是 


Vw 一 | emp| 一 上 (Pp r)| V(r) 


» 3539. 


exp| 二 (P r) ar vq), (6-88) 


式 中 g 一 PP 一 P。 散射 过 程 中 能 量 守 恒 ,所 以 pi/2m 一 
bi/ 222。 这 意味 着 动量 p, 和 户 的 大 小 相同 。 我 们 令 它 们 等 于 
p， 即 1p)| 一 1p| 一 p。 按照 通常 写 微分 动量 元 的 惯例 ,其 动 
量 在 动量 空间 的 体积 元 2p， 中 的 状态 数 是 dp:/ (2x#) 一 
pdpdaQ/(2x8》, 式 中 40Q 是 包含 动量 P 的 立体 角 元 . 能 量 区 
域 的 元 4E 与 动量 空间 的 元 有 联系 , 其 关系 为 


2 


nt 


于 是 粒子 飞人 立体 角 49 内 的 动量 状态 的 密度 是 
dp(E) 一 A 
mpadQ 
(2r8)’ 
把 这 些 关系 代入 式 (6-86) 可 见 , 每 秒 跃迁 进入 立体 角 元 4 
的 几率 由 下 式 给 出 : 


2 
< 一 (= ) mpdo lv(q) |’. (6-91) 
x 


我 们 把 散射 进入 d9 的 等 效 革 面积 或 截面 定 为 dr (参看 

节 6-4)。 每 秒 打 到 这 个 面积 的 粒子 数 是 截面 乘 以 粒子 的 人 

射 速度 um 一 Pi/m。 这 是 由 于 我 们 以 在 单位 体积 内 归 一 化 了 

”的 波 函 数 为 出 发 点 ;或 换 甸 话说 ,在 任何 单位 体积 内 发 现 一 个 
粒子 的 相对 几率 是 1。 这 样 ， 


= p(E)agQ. (6-90) 


42 jg09 一 uidr 一 包 do. (6-92) 
dt 1 

因此 ,我 们 得 到 了 关于 截面 的 结 来 
CL LL NE _ 
dQ ( "Cal, C6-93) 


GO 


这 恰 是 我 们 在 式 (6-44) 中 得 到 的 结 琳 . 


问题 6-23 证明: 即使 波 函 数 $, 归 一 化 为 在 某 任 意 体积 了 内 的 
几率 为 1, 结果 也 与 上 式 相同 。 

问题 6-24 设 势 7 是 时 间 的 周期 函数 。 例 如 , 设 VC*, 7) = V(*) 
。[exp(iwr)]。 证 明 发 生 跃迁 的 几率 是 很 小 的 ,除非 终 态 能 量 为 下 面 两 
个 值 之 一 : (1) 5 = E; + zw 〈 相 应 于 吸收 能 量 )，(2) 5 一 已 一 各 
(相应 于 放出 能 量 )。 这 意味 着 式 (6-86) 不 变 。 不 过 态 密度 o(E) 必须 
在 E 的 这 些 新 值 处 计算 . 或 者 与 式 (6-87) 类 似 有 


dPln—om) _ 27| My)? 
dt 让 
。 [6(En, 一 E, ~- Aw) + (En, — Es 十 天 oO)]。 (6-94) 


问题 6-25 已 经 说 过 , 像 力 学 方程 一 样 ， 电 动力 学 方程 必须 改变 
为 以 光电 效应 为 基础 的 量子 化 形式 。 在 光电 效应 中 ,能 量 为 io 的 电子 
在 频率 为 w 的 光影 响 下 ， 偶 然 会 从 金属 薄 层 中 发 射出 来 .如果 物 质 服 
从 量子 定律 , 而 光 依 然 用 连续 波 表示 ， 这 是 可 能 的 玛 ? 由 问题 6-24 的 
结果 来 看 ， 关 于 放弃 电动 力学 的 经 典 描 述 的 必要 性 ， 你 可 以 提出 什么 
论述 ? 

问题 6-26 ” 设 有 两 个 分 立 能 级 E: 和 BE， 其 中 任何 一 个 都 不 处 于 
连续 区 ， 设 路 迁 由 VCx, 7 一 V(*)1(z) 形式 的 势 所 引起 .证 明了 跃迁 
几率 是 


PC-2) = lV L100) 1’, (6-95) 
只 要 1(7) 可 用 其 传 里 时 变换 
/= | $e 环 (6-96) 


表示 ;并且 Wo = (E, 一 E,)/#, 


如 果 fC:) 是 噪声 理论 常用 的 统计 无 规 函 数 ( 称 为 过 滤 白 
噪声 ) ,那么 %(o) 的 值 由 逆 变 换 

po) = | ,fed (6-97) 

给 出 ， 它 与 对 # 的 积分 区 域 了 有 关 。 若 工 很 大 。 则 可 证 明 
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14(Coo 上 | 正比 于 XY。 由 是 我 们 得 到 每 单位 频率 区 域内 路 迁 
几率 正比 于 时 间 和 在 频率 w 处 的 “强度 ”或 “功率 ”(f 的 每 秒 
均 方 值 )。 因 此 ,原子 在 连续 谱 的 光 中 ,其 跃迁 几率 正比 于 (1) 
曝光 时 间 ;(2) 在 吸收 闫 率 (E, 一 E,)/ 处 的 光 强 . 

高 阶 项 ”考虑 微 扰 展 开 中 的 二 阶 项 是 有 意义 的 ， 在 一 
些 间 题 中 , 对 于 所 感 兴趣 的 特定 态 m%w 和 有 Vws 一 0， 这 时 
二 阶 项 特别 重要 。 设 我 们 正好 有 这 样 问 题 ， 再 设 还 有 另 一 些 
态 & 尖 mr 对 它们 ,in 了 0。 一 阶 项 是 零 ,并 且 只 要 z 关 m， 
零 阶 项 同样 是 零 .。 所 以 跃迁 几率 幅 计算 中 的 最 低 阶 项 是 二 阶 
项 . 

假设 势 了 与 * 无 关 ， 于 是 在 跃迁 矩阵 元 中 ,二 阶 项 是 
1 中 ; 车 工 二 4 一 4， 则 由 式 (6-74) 有 


exp | 二 (Emts — Eti) | 井 
1 T ‘4 
一 一 天 2 了 了 kn | dis | di 
exp| Et (Bn— ED + (Ei— E,)s| 
四 T 四 
mr 工 >, Vk V kn | exp | 二 (FE, 一 Ei)t | 
万 大 0 万 


di 
{spl ) 44 五 二 E, 


; 
一 >, VmaV to ep| (Em— BE。)7 一 
开 op EF, En E, 
exp| 广 (E, 一 EDT | — 1 
一 一 i . (6-98) 
En 一 EL. | 


* 了 G2 


这 个 结果 最 后 一 个 因子 中 两 项 的 第 一 部 分 与 时 间 的 关 
系 ,与 我 和 在 一 阶 结 果 中 看 到 的 相同 。 因此, 若 暂时 不 考虑 其 
他 部 分 , 则 我 们 看 到 , 净 结 果 还 是 造成 了 到 EE 一 五 。 态 的 路 
迁 ， 其 几率 正比 于 了 .单位 时 间 几 率 与 式 46-86) 有 同样 形 
式 , 只 不 过 其 中 的 Msm 现在 由 下 式 给 出 : 


VnkV os 
M usm 一 全 6-99 
> C6-99) 


若 假 设 态 处 于 连续 区 。 则 求 和 变 成 积分 。 在 一 阶 跃 迁 是 不 可 
能 的 情况 下 , 式 (6-99) 是 正确 的 ,不 仅 不 可 能 跃迁 到 态 m, 向 
且 也 不 可 能 跃迁 到 任何 与 初 态 有 同样 能 量 的 态 *.。 在 这 些 情 
况 下 ,对 于 Ei 一 E, 的 态 ,有 Vn 一 0。 于 是 式 (6-98) 中 第 
二 项 决 不 会 很 大 ;因为 它 不 可 能 大 ,除非 E, 一 Ex 接近 于 零 ， 
而 这 时 分 子 中 的 Vi。 是 零 。 所 有 效应 来 自 第 一 项 ， 并 且 式 
(6-99) 是 正确 的 .进而 , 式 (6-98) 中 对 的 求 和 在 El 一 E。 
的 极点 处 并 没有 含糊 不 清 之 处 ;其 原因 是 在 Ei 志 Em 的 值 相 
问 处 ,分子 为 零 。 

另 一 方面 ,在 某 些 情况 下 , 可 能 有 这 样 的 情况 , 即 可 能 有 
到 另外 某 个 连续 态 的 一 阶 跃迁 (例如 ,一 原子 核 可 能 以 多 种 方 
式 衰变 )。 在 这 种 情况 下 , 式 (6-99) 中 的 求 和 是 没有 意义 的 ; 
因为 我 们 必须 确定 在 接近 极点 处 如 何 办 。 正 是 式 (6-98) 中 
被 忽略 的 第 二 项 在 这 包 解 决 了 问题 ， 并 表明 M。** 的 正确 表 
达 式 (为 了 普遍 些 ,这 里 也 包括 了 一 阶 项 ) 为 

mkV kn 
Msn 一 mn 十 5 i (6-100) 

在 6 一 0 的 极限 。 我 们 将 分 析 它 是 怎样 产生 的 | 

首先 可 以 注意 ,在 工 很 大 时 ,不 可 能 得 到 大 的 ( 即 正 比 于 
的) 跃迁 几率 ,除非 BE。 和 五 " 几乎 相等 (相差 大 约 在 有/ 了 之 
内 )。 对 式 (6-98) 中 的 第 一 项 这 点 是 明显 的 。 对 于 第 二 项 , 仅 
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当 Eh s Em 才 可 能 出 现 大 的 几率 幅 ; 不 过 当 E。 不 太 人 靠近 
E，, 而 Ek 接近 Em 时 ,前 面 的 因子 是 Eh 的 光滑 函数 。 对 于 
靠近 El 一 的 小 区 域 , 近 似 地 取 它 为 一 常数 ,我 们 看 到 ,第 
二 项 可 以 近似 地 表示 为 某 常数 胶 以 {exp [ (i/#)e 了 TT] 一 1) 
(ds/8)， 式 中 8 一 《Ew 一 Ei) 为 对 一 个 小 区 域 (比如 由 一 6 
到 十 6) 积分 。 而 


,|ee($ 7 ) 一 中 举 
6T/A 
一 | [exp(iy) 一 1 全 
一 5 了 /有 
TR cosy 一 1 sy) 
| ( 7 y. ( ) 


—6T/A Y 


第 一 个 积分 是 奇 函 数 的 积分 ， 因 而 为 零 ， 当 7 一 co (因此 
57/4 -> co) 时 ， 第 二 项 趋 近 于 有 限 的 极限 :21 sin y(2y/2) 


一 2xi。 所 以 没有 大 的 跃迁 几率 。 仅 在 有 ,和 互 。 基本 相等 时 
才 可 能 出 现 大 的 效应 ,因为 这 时 , 来自 (Ei 一 Bo 和 (E。» 
一 Ei)”” 两 个 极点 的 双重 重合 使 得 第 二 项 很 重要 。 所 以 假定 
E, 和 E, 几乎 相 等 ,继续 我 们 的 分 析 ， : 

式 (6-98) 中 对 的 和 可 以 分 成 两 个 区 域 ,办 法 是 选择 一 
个 非常 小 的 能 量 A， 然 后 把 它 分 成 1 Ei 一 E,| 宇 A 的 4 部 
分 和 |Ei 一 E,| 二 人 的 8B 部 分 。 选 择 和 人 足够 小 ,使 得 当 EL 
在 E, 周围 变化 不 超过 2A 时， 因子 了 ys 没有 明显 变化 。 
这 是 某 有 限 能 量 , 并 且 我 们 将 取 工 很 长 , 使 得 和 /了 了 禄 A， 这 
意味 着 1B, 一 En| < 人 A. 

首先 对 于 4 部 分 有 1Ei 一 Ew| 之 人 A。 于 是 第 二 项 不 可 
能 变 大 ， 因为 其 极点 已 避 开 、 仅 第 一 项 有 贡献 : 

一 一 人 了 


6-10 
Te A 6°102) 


其 中 x 一 (E, 一 E,)T/#»; = SD Vr CB — Ee). 这 


个 和 遍及 除了 E; 土 人 人 之 间 的 区 域 之 外 的 所 有 Ei。 此 和 几 
平 与 人 无关, 并 且 当 和 人 一 0 时 ， 它 就 是 主 值 积分 的 定义 。 即 当 
人 A 一 0 时 ,我 们 可 以 写 


z a Vn SU VaVisP.P.— Lt  , (6-103) 

K 一 了 . 
其 中 Pp. P. 是 主 值 部 分 的 意思 ， 我 们 已 经 恢复 了 一 阶 项 ， 从 
而 考虑 到 了 它 并 不 为 零 的 情况 。 


对 于 区 域 B， 取 wk 为 常数 ， 此 常数 为 Ei 一 E。 
了 时 了 Fi 的 值 。 即 我 们 用 


轧 Jia6( 互 ， 一 En) | 


| FOEAAE 6-104) 


En” 


(3) 
代替 VoxV nFCE4). 把 式 (6-104) 写 为 51, 式 中 
. 


b= SD VaniVind(EL— Em) (6-105) 
而 z 
(Em~—EmT 
7 | dE cn 一 
En-AEr 一 E, En 一 五 ， 
大 Emo 
一 (6-106) 


现在 令 (E, ECT/ND = 2, CE — EXATIA) = y, 于 
是 有 (Em — EIT/A) = x y, 得 到 


AT/ _ tx 一 y) — 
1 一 工 |- :dy (ce*—l1 -+). (6-107) 


AT/A ?了 x Ty 
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这 个 积分 最 容易 用 围 道 积分 求 值 ， 把 ”想象 为 一 个 复 变 
最 并 改变 转 道 ， 我 们 不 取 从 一 AT/4 到 AT/ 的 直线 上 的 
积分 ,而 取 实 轴 下 面 半 径 为 AT/# 的 半圆 .因为 AT/# 非常 
大 ， 所 以 第 二 项 贡献 可 以 忽略 ; 又 因 在 此 围 道上 ,| dy/y 
一 和 所 以 得 到 了 一 CT/ 和 )[exp(iz) 一 1]/z。 把 4,8 

部 分 放 到 一 起 ,得 到 几率 幅 为 
(a + ixb) ‘LUT. (6-108) 

和 


这 给 出 (6-86) 形式 的 跃迁 几率 ,其 中 
Masm— a irb = Von + Dy VorVen 


. 1 , 
.|P.P. 十 ix(EL— E, |. 6-109 
[PP 二 二 + ix(Bi~— Em) |. (6-109) 


在 e 一 0 的 极限 情况 下 ， 后 一 个 方 括号 可 以 写 为 《Ek 一 Em 
一 此) :。 在 式 《6-100) 中 我 们 已 经 这 样 写 了 。 

由 式 (6-100) 我 们 知道 ,虽然 从 # 到 mw 不 可 能 有 任何 直 
接 的 跃迁 ,但 却 有 可 能 通过 所 谓 “ 虚 态 ” 发 生路 迁 。 永 即 可 以 
设想 系统 从 到 《， 再 从 下 到 mw。 间接 跃迁 过 程 的 几率 幅 由 
式 (6-99) 给 出 。 注 意 ， 说 “ 它 实际 地 经 过 了 任何 一 个 中 间 态 
k” 是 不 对 的 ,而 应 当 说 , 按 典 型 的 量子 力学 方式 ,通过 许多 不 
同 的 中 间 态 & 都 有 一 定 的 几率 幅 , 并 且 各 个 贡献 相互 干涉 . 

中 间 态 的 能 量 与 初 . 未 态 的 能 量 都 不 相同 .这 并 不 违反 能 
量 守恒 定律 ， 因 为 虚 态 并 不 能 持久 地 占据 。 它 们 对 求 和 贡献 
的 强度 与 能 量 差 成 反比 . 

关于 这 些 中 间 态 任何 情况 都 不 是 绝对 的 。 它 们 来 自 把 7 
看 成 是 系统 互 的 微 扰 , 来 自用 妃 的 态 表 示 五 七 的 真实 态 的 
方式 。 如 果 关 于 什么 是 “未 微 扰 ” 间 题 ， 什 么 是 “ 微 扰 项 ” 作 另 
一 种 分 类 ,那么 在 描述 过 程 中 就 会 出 现 不 同 的 公式 和 中 间 态 ， 
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当 势 与 时 间 有 关 ( 如 局 期 性 变化 ) 时 会 产生 许多 有 意义 的 
效应 。 其 中 多 数 已 经 在 微波 实验 中 观察 到 了 ,其 中 微 扰 V(x， 
1) 是 随时 间 周 期 变化 的 弱电 场 或 弱 磁 场 . 


问题 6-27 ”推导 随时 间 周 期 变化 势 的 微 扰 展开 ,直到 二 阶 项 . 


有 时 ,了 幢 迁 不 可 能 发 生 。 除 非 使 用 两 个 或 更 多 个 中 间 虚 
态 ， 分 析 这 种 跃迁 需要 计算 三 阶 或 更 高 阶 的 微 扰 展开 项 . 

问题 6-28 证 明 : 当 直 接 跃 迁 和 经 过 一 个 中 间 态 的 跃迁 都 不 可 
能 ,而 需要 使 用 两 个 中 间 态 时 , 活 迁 就 由 下 述 和 矩阵 元 决定 : 

0) 

这 相应 于 微 近 展开 式 中 的 三 阶 项 . 

问题 6-29 设 有 V(x, 已 和 5(z， 念 两 种 微 扰 作用 ,例如 ,交流 电 
场 和 直流 电场 组 合 或 者 电场 和 磁场 组 合 。 再 设 某 特定 跃迁 当 或 0 单 
痢 存 在 时 不 会 发 生 ，、 只 有 当 两 者 一 起 存在 时 才 会 发 生 ， 在 各 两 者 
都 是 时 间 常 数 这 一 特别 假设 下 证明 : 决定 用 迁 元 的 矩阵 元 由 


DT 十 DeP 
1 ， = 人 >- 人 人 mh 入 — kn (6-111) 
: 


给 出 。 再 进一步 设 两 个 势 都 随时 间 周 期 变化 ， 但 是 有 不 同 频 率 w 和 
w%,， 试 求 矩 阵 元 ， 
计算 状态 能 量 的 改变 在 计算 跃迁 几率 幅 的 过 程 中， 
我 们 只 考虑 了 zz 兰 妈 的 那些 状态 。 现 在 我 们 把 注意 力 转 移 到 
9 一 和 的 项 。 若 虑 微 扰 展开 式 中 的 零 阶 项 和 一 阶 项 , 则 有 
1 一] 一 | V mt) dz. (6-112) 
若 耻 不随 时间 变化 , 则 上 式 为 1 一 (i/ 和 VmwT。 这 个 结果 的 
含义 是 什么 昵 ? 我 们 可 以 期 望 ， 在 原来 的 哈密 顿 量 中 引进 另 
一 个 势 V 的 结果 是 使 系统 所 有 状态 的 能 量 都 稍微 改变 。 可 以 
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把 状态 所 的 新 能 量 写 为 Ew 十 AE。。 描 述 这 个 状态 的 波 函 数 
的 时 间 有 关 部 分 是 exp[( 一 2/5) En 十 AEwm)t]， 而 不 是 以 
前 的 函数 exp (一 1/ 和)Emi.， : 

在 微 扰 势 起 作用 的 一 段 时 间 工 内 ， 有 关 的 位 相差 带 来 了 
因子 exp[( 一 i/#)AEsT]，。 展开 这 个 因子 直到 时 间 的 一 阶 
项 ,给 出 1 一 (i/#)AE,T。 由 是 可 见 , 微 扰 六 在 状态 m 中 引 
起 的 一 阶 能 量 移 位 计算 值 为 

AFE,n, = Vnm, (6-113) 

如 果 系 统 是 退化 的 ， 即 如 果 开 始 有 许多 状态 具有 精确 相 
等 的 能 量 , 则 上 述 对 一 阶 能 量 移 位 的 推导 是 不 能 令 人 满意 的 。 
结果 是 ,在 这 种 情况 下 ,7 的 二 阶 项 的 效应 同样 很 大 . 

加 上 微 扰 展开 的 二 阶 项 ,跃迁 元 为 


exp (一 去 En ) imm = 1C— -了 和 
太 太 


一 1 . | |. sep| 一 二 (E, -一 En) (i "一 3) | 
* disdlaV niV 1.m. z (6-114) 
现在 假设 没有 退化 。 先 考虑 级 数 二 阶 项 中 一 mw 的 项 ， 对 这 
个 特定 项 的 积分 恰 是 72/2。 对 于 万 闫 mm 项 的 积分 同样 容易 
完成 ,其 结果 是 
emp( 一 二 ET ) Amm™—= 1 一 VumT 


1 [Vi 
”一 一 了 2 本 Km 
2 加 他 (五 。 一 已 


1 一 exp | 一 言 (E4 一 Em)7| 


(BE,— E, 
i (En ) 


7 一 (6-115) 


1L68。 


由 加 证 这 


这 个 式 子 右 边 前 三 项 表示 exp( 一 iVmm7/#) 的 展开 式 
(到 二 阶 )， 求 和 项 中 第 一 个 ( 即 正比 于 工 的 那 一 项 ) 可 以 解释 
为 二 阶 能 量 改变 。 即 增加 的 能 量 并 不 恰好 是 了 ww， 还 包括 高 
阶 修正 。 写 出 能 量 修正 ,直到 微 扰 能 的 二 阶 项 ,我 们 得 到 
A 万 ,一 了 own 一 S 了 mk km ， (6-116) 
km Em 一 ER 
这 个 式 子 给 出 非 退 化 状态 能 级 移 位 (近似 到 二 阶 ) 的 正确 
表达 式 . 这 个 结果 用 传统 方法 远 为 容易 获得 , 即 找 出 
( 刀 十 了 ) 中 一 了 由 (6-117 ) 
的 解 。 进 而 ,基于 式 (6-117) 的 传 绕 方法 ,允许 对 退化 态 进 行 
较 简 单 的 处 理 ， 然而 ,我 们 在 这 里 的 上 且 的 是 给 出 使 用 跃迁 几 
率 幅 的 例子 ,而 不 是 给 出 一 个 计算 能 级 移 位 的 最 简单 的 公式 。 
实际 上 ,有 一 些 涉 及 能 量 增加 量 的 更 复杂 问题 ,对 于 这 些 
问题 。 应 用 跃迁 几率 幅 方 法 最 简单 。 在 这 种 应 用 中 ， 正 如 上 
面 我 们 所 尽力 表明 的 那样 ， 方 法 是 找 出 某 一 级 数 中 正比 于 
TI, T? 等 等 的 各 项 ， 然 后 ,只 要 我 们 记得 , 留 在 初 态 的 几率 幅 
正比 于 exp( 一 iAET/#)， 而 上 述 级 数 展开 式 等 价 于 这 个 指 
数 的 级 数 展 开 式 ,这 样 ,就 可 以 写 出 AE 的 正确 表达 式 了 。 
我 们 还 没有 讨论 式 (6-115) 中 最 后 一 项 。 若 状 态 Ei 位 
于 连续 区 ， 则 我 们 还 必须 确定 式 (6-116) 求 和 项 中 分 母 的 特 
点 。 如 果 取 它 的 主 值 , 就 象 我 们 分 析 > 关 芭 的 二 阶 问题 时 那 
样 , 那么 可 以 证 明 , 这 个 附加 项 产生 一 个 正比 于 工 的 效应 ,并 
导致 对 式 (6-116) 一 个 附加 修正 


A'En 一 一 和 > 6(En — EVniVim, (6-118) 
直 
但 是 它 不 可 能 表示 对 能 量 的 进一步 修正 ,因为 它 是 纯 虚 量 ,而 


能 量 必须 是 实 的 。 让 我 们 用 一 i7/2 表示 它 ( 其 中 1/2 是 为 了 
以 后 方便 ) 并 号 出 
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， a 
A 一 过 一 7，， 一 Pak 6-119 


这 意味 着 处 于 态 wr 的 跃迁 几率 幅 ww 经 过 一 个 长 时 间 
后 正比 于 
. 37 
一 ( AF,, -一 江 ) 7| 
rT 


exp 
一 exp [—i(AE,)T ]exp (- 写 ) 


第 一 个 因子 是 能 级 移 位 。 第 二 个 因子 容易 解释 :时 间 工 之 后 ， 
处 于 态 刀 中 的 几率 是 【iwmm| 一 exp( 一 7T)， 它 随时 间 向 下 
降 ,因为 在 每 一 瞬间 ， 都 有 从 态 普 跃迁 到 某 个 其 他 态 的 几率 . 
即 如 果 一 切 情况 是 一 致 的 ， 则 > 必然 是 从 态 普 跃 迁 到 同样 能 
量 连 续 区 中 任何 态 的 每 秒 总 几率 . 由 式 〈6-118)，7Y 变 成 


7 一 > 2x6(E, 一 EIVmrl. (6-120) 
k 


于 是 我 们 看 到 ,每 秒 总 几率 恰 是 式 (6-87) 对 所 有 可 能 的 终 态 
求 和 ,直到 所 要 求 的 V 的 阶 . 

7 的 倒数 称 为 这 个 状态 的 平均 寿命 。 严 格 地 说 ， 具 有 有 
限 寿 命 的 态 没 有 确定 能 量 ;根据 海 森 伯 关系 ,能 量 的 不 确定 量 
是 #/ 寿命 , 即 7. 

若 寻找 两 个 能 级 〈 每 一 个 都 有 衰变 率 7) 的 能 量 差 的 共 
振 实验 , 则 共振 峥 并 不 尖锐 ,但 有 确定 的 形状 。 共 振 峰 的 中 心 
确定 能 量 差 , 而 共振 峰 的 宽度 给 出 每 个 能 级 的 7 的 和 。 
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第 七 章 跃迁 元 


在 前 一 章 中 ， 我 们 阐述 了 在 量子 力学 系统 中 对 状态 改变 
作 微 扰 处 理 的 概念 。 我 们 研究 了 这 种 方法 在 未 微 扰 哈 密 顿 量 
与 时 间 无 关 的 系统 中 的 应 用 。 本 章 将 继续 前述 微 扰 概念 ， 并 
把 这 种 处 理 方法 推广 到 未 微 扰 哈密 顿 量 可 能 随时 间 变 化 的 系 
统 。 我们 将 引入 更 为 普遍 的 一 类 记号 ， 并 尽 可 能 更 加 广泛 次 
人 地 理解 量子 力学 系统 中 状态 发 生 改 变 的 方式 。 所 引信 的 记 
号 适用 于 本 章 第 一 节 定 义 的 一 类 函数 .这 类 函数 称 为 跃迁 元 . 

本 章 分 成 四 部 分 。 第 一 部 分 (为 节 7-1) 借助 于 前 一 章 微 
扰 理 论 的 例子 来 定义 跃迁 几率 幅 和 跃迁 元 ， 第 二 部 分 ( 节 7- 
2 到 节 7-4) 给 出 跃迁 元 之 间 的 一 些 有 意义 的 普遍 关系 。 第 三 
部 分 〈( 即 节 7-5) 表 明 : 用 路 径 积 分 定义 的 跃迁 元 与 用 更 通常 
的 量子 力学 算 符 记号 定义 的 量子 力学 跃迁 的 处 理 方 法 之 间 的 
关系 。 最 后 一 部 分 ( 节 7-6 和 节 7-7) 把 前 几 节 研究 的 结果 应 
用 于 两 个 有 意思 的 量子 力学 问题 . 


7-1 跃迁 元 的 定义 


一 个 量子 力学 系统 随时 间 的 变化 可 以 描述 如 下 。 在 初始 
时 刻 3。 状态 用 波 函 数 g(x, aa) 描述 。 在 后 一 时 刻 2， 原 
来 这 个 态 变 为 态 px 22). 

在 这 后 一 时 刻 ， 我 们 提出 一 个 问题 : 发 现 系统 处 于 特定 
态 X(x,, 2) 的 几率 是 多 少 ? 根据 第 五 章 阐述 的 一 般 原 则 可 
知 ,发 现 系 绕 处 于 这 个 特定 状态 的 几率 正比 于 

| X 本 (Yazy 12) P(x, ft2) dx 
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所 定义 的 几率 幅 的 平方 ， 

由 第 三 章 还 知道 ,借助 于 描述 系统 在 时 刻 a 和 时 刻 疡 之 
间 传 播 的 传播 子玉， 函数 中 可 以 用 原 波 函数 表示 。 这 样 ， 要 
决定 在 某 特定 状态 发 现 系统 的 几率 ， 我 们 可 以 从 原 波 函数 由 
人 和 人手 ,再 用 传播 子 K(2, 1) 连接 这 一 时 间 间 际 . 

得 到 的 几率 幅 称 为 跃迁 几率 幅 , 其 模 方 给 出 所 求 的 几率 ， 
我 们 将 其 写成 下 述 记号 : 


(14y = 什 xrCeoOKCG2， (aazar。 (7-1) 


我 们 希望 对 唉 迁 现 象 进行 更 为 基本 的 描述 ,并 且 再 次 引 
进 作 用 量 s 来 描述 系统 在 两 个 时 间 点 之 间 的 人 性质， 这 样 , 我 
们 招 聊 迁 几率 焉 写 为 


> 


《X111b》s 一 十 XCxo)e pr Dr drdx. (7-2) 
其 中 我 们 已 给 跃迁 几率 幅 附 加 标记 5， 表示 计算 的 积分 包括 
作用 量 ,这 就 使 符号 更 明确 一 点 ， 路 径 积 分 遍及 由 x 到 x 的 
全 部 路 径 ,这 个 路 径 积 分 结果 乘 上 两 个 波 函数 ,再 在 两 个 积分 
限 内 对 空间 变量 积分 . : 

在 进一步 讨论 之 前 ,我们 要 更 完整 地 定义 记号 ,以 概括 更 
普遍 的 情况 。 我 们 引入 泛 函 FLx(#) ] 而 暂时 不 描述 它 的 物 
理性 质 。 用 这 个 泛 函 我 们 定义 跃迁 元 为 


(X| FIg)s 一 xscs) Flix 0) ]eisAgp (xr) Dr 2) dridxy, 


(7-3) 
其 中 是 x(t) 的 任何 泛 沙 ， 只 要 该 泛泛 不 涉及 x(t) 在 端 
点 在 或 x 以 及 端点 之 外 的 值 。 在 Ff == 1 的 特殊 情况 , 式 (7- 
3) 中 的 积分 定义 一 个 跃迁 几率 幅 ， | 
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在 直观 物理 的 水 平 上 是 难以 理解 跃迁 元 的 。 有 一 个 理解 
它 的 途径 涉及 经 典 类 比 。 想 象 一 个 小 粒子 作 布 朗 运动 ， 在 初 
始 时 闪 “一 4， 粒子 位 于 x,。 我 们 希望 决定 在 1 一 1! 时 刻 
粒子 到 达 点 x; 的 几率 。 对 于 量子 力学 粒子 ,我 们 刚 说 从 某 个 
初 态 开 始 达 到 某 个 终 态 。 这 样 ， 布 朗 粒 子 的 点 x 类 似 于 式 
(7-2) 中 的 初 态 波 函 数 4(x)， 而 点 x 类 似 于 X(x;)。 此 
外 ， 量 子 力 学 问题 的 解 要 求 对 初 态 和 终 态 的 变量 x 和 x 积 
分 ,而 在 相应 的 经 典 问题 中 不 需要 这 一 步 . 

我 们 要 考虑 粒子 运动 的 所 有 可 能 路 径 来 求解 这 个 经 典 间 
题 。 用 一 个 函数 来 给 每 一 个 路 径 加 权 ， 这 个 函数 确定 粒子 实 
际 洛 着 这 个 路 径 的 几率 ， 然 后 对 所 有 这 些 路 径 的 加 权 贡 献 积 
分 。 这 个 权重 函数 类 似 于 出 现在 式 (7-2) 积分 中 的 项 

exp (iS/#). 

在 这 个 问题 中 , 最 终 位 置 不 再 是 单个 的 点 ， 而 是 从 *; 到 
zi 十 dx 的 一 个 小 区 域 ， 恰 当地 归 一 化 之 后 ,结果 应 是 分 布 
函数 P(x)， 它 给 出 了 到 达 x 附近 ( 即 x 十 dx 的 区 域 ) 的 
相对 几率 。 这 个 函数 类 似 于 式 (7-2) 中 的 中 和 X 是 位 置 的 6 
孙 数 时 的 跃迁 几率 幅 . 

现在 我 们 希望 知道 更 多 的 关于 运动 的 情况 ， 而 不 只 单单 
是 到 达 x; 的 丰 对 几率 例如, 可 以 希望 找到 粒子 在 某 特定 时 
刻 (比如 开始 后 一 秒 ) 所 经 受 的 加 速度 。 不 过 现在 需要 对 加 速 
度 加 权 平 均 ， 即 每 个 可 能 路 径 的 加 速度 都 按照 定义 该 路 径 几 
率 的 权重 函数 加 权 。 这 样 的 加 权 平 均 类 似 于 式 (7-3) 的 跃迁 
元 。 有 关 的 性 质 ,例如 在 某 时 刻 * 的 加 速度 , 替代 了 式 (7-3) 
积分 中 的 函数 F[x(z) ]。 用 与 式 (7-3) 很 相似 的 路 径 积 分 可 
解 这 个 经 典 问题 . 

在 本 章 的 其 余部 分 ,我 们 将 应 用 这 种 类 似 ,并 且 我 们 会 偶 
而 把 跃迁 元 叫做 “加 权 平 均 ”， 然 而 必须 记 住 ， 量 子 力学 中 的 
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权重 函数 是 复 函 数 。 因此 ,结果 就 不 再 是 普通 意义 下 的 平均 . 

在 这 个 经 典 类 似 中 所 描述 的 解 布朗 运动 问题 的 路 径 积 分 
方法 实际 上 是 非常 有 用 的 方法 .我 们 将 在 第 十 二 章 中 详细 阅 
述 它 。 现 在 我 们 借助 于 第 六 章 中 阐述 的 微 扰 论 进一步 来 讲 清 
跃迁 元 的 概念 ， 

微 扰 股 撕 述 系统 变化 的 作用 量 可 以 分 成 末 部 分 ， 即 
$ 一 50 十 ac。 再 假设 ,第 一 部 分 5o 导致 简单 的 路 径 积 分 ,余下 
部 分 0 足够 小 ， 以 致 我 们 可 以 用 微 扰 方 法 .把 式 (7-2) 中 的 


指数 写 为 
exp( 2) 一 exp( i exp( i <). (7-4) 


应 用 式 (7-3), 式 (7-2) 的 跃迁 元 变 成 
CX|1lg Ys ro 一 《Xe |g)s,. (7-5) 
可 以 展开 指数 函数 ,给 出 


Xx\1|6)s40 = (Xl11g)s, 十 xloly)s, 
1 本 部 各 一 
— 8 ‘Xlo lps + 。 (7-6) 


这 个 展开 式 是 式 〈6-3) 的 推广 ， 并且 形成 微 扰 论 的 基 
础 。 在 多 数量 子 力学 问题 中 出 现 的 跃迁 元 可 由 这 个 展开 去 得 
到 . 


假设 微 扰 作用 量 o 由 微 扰 势 产生 , 即 
一 rt, 1]dz， (7-7) 
则 由 蜂 迁 元 给 出 的 一 阶 微 扰 是 
(xlele)s 一 人 xl ,Ds dr. C7-8) 


为 求 其 值 ,需要 计算 积分 
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XIVLxC) ;1118)s, 一 上 ea?eswy 


~ [x(#) ixzdxridxrycEDx (i). (7-9) 

算 这 个 积分 的 第 一 步 与 从 式 (6-8) 到 (6-11) 过 程 中 描 

述 的 对 微 扰 播 子 K*" 的 做 法 一 样 ， 对 两 个 端点 x 与 *; 进行 

积分 , 再 对 中 间 点 [在 式 (6-10) 中 用 点 < 表示] 进行 积 分 , 就 
得 到 这 个 路 径 积 分 


XIV[xC2) ,171s 一 | X*(x,) Ko(2, 3)V (C3)Ko 


- (3, 1) (xr)adriadxrdxr, (7-10) 
现在 我 们 已 经 得 到 一 个 表达 式 ， 它 把 前 面 引 和 人 的 三 个 概 
念 结合 到 一 起 了 . 首先 ,已 经 使 用 了 式 〈3-42) 中 所 定义 的 疲 
函数 的 传播 规则 .其 次 ,已 经 使 用 了 式 〈《5-31) 中 定义 的 几率 
幅 函 数 , 它 给 出 已 知 系统 开始 在 一 个 态 \ 以 后 又 在 另 一 个 态 发 
现 它 的 几率 幅 ， 最 后 ,为 描述 系统 在 时 间 中 传播 的 传播 子 ,已 
经 使 用 了 式 《6-11) 中 给 出 的 一 阶 微 扰 论 ， 综 合 这 些 概念 给 
出 了 式 《7-10) 中 的 跃迁 元 。 这 个 元 的 模 方 是 系统 由 态 几 出 
发 ， 在 很 小 的 势 V(x, :1) 作用 下 ， 经 过 一 段 时 间 后 , 在 态 X 
中 发 现 它 的 几率 《只 要 了 一 0 时 不 可 能 达到 态 Y， 即 只 要 
Xl11%2 一 0). 
可 以 使 用 式 (3-42) 来 缩短 我 们 的 记号 ;方法 与 前 面 缩短 
式 (6-23) 的 记号 成 式 (6-25) 中 的 形式 的 方法 一 致 。 定 义 函 
数 (x3, !3) 为 


中 (3 ) = | 天 以 3， 17)w(Cxr)daxi， (7-11) 


它 是 在 没有 微 扰 作用 情况 下 ,由 初始 波 函 数 得 到 的 6 时 刻 的 
波 冰 数 。 用 类 似 的 方式 定义 
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x*(x,, 13) 一 | X*(x Ko(2, 3)dx,, (7-12) 


它 是 在 没有 微 扰 作用 情况 下 ,导致 时刻 波 函数 为 X(x，) 的 
2 有 时刻 波 沙 数 的 复数 共 轿 。 [参看 式 (4-38) 及 有 关 的 讨论 ， 
包括 问题 4-7.] 

用 这 些 新 的 波 函 数 ， 微 扰 展 开 式 中 的 一 阶 项 可 以 简化 为 


(| 人 [x (2) s1] a [oa 


xm | zx*G3)7G3)6(3)arazs (7-13) 


我 们 在 这 上 儿 看 到 ， 写 成 这 个 形式 的 路 迁 几 率 幅 是 节 6-5 
引入 的 路 迁 几 率 幅 w。 的 推广 。 如果 式 (7-13) 右边 的 波 函 
数 是 本 征 函 数 ,那么 所 得 到 的 跃迁 几率 幅 与 式 (6-70) 定义 的 
19， 一样. 

这 样 , 求 泛 函 fF[x(z) ] 的 跃迁 元 的 值 ,或 者 说 , 求 这 个 
泛 函 的 时 间 积 分 均 不 存在 任何 困难 ， 它 只 与 x 在 特定 时 刻 : 
的 值 有 关 [ 也 就 是 说 ， 它 是 zx(a 的 普通 函数 ]。 也 容易 求 出 
包括 两 个 不 同时 刻 * 值 泛 函 的 路 迁 元 。 例如 , 在 二 阶 微 扰 项 
中 便 出 现 这 种 情况 。 它 可 以 写 为 

1 3 
FR xX|o | ps, / 
~ 二 (xl7[eC) ,1]V[xCD)sr]16yazdr。 (7-14) 
上 式 中 被 积 函 数 本 身 也 是 一 个 蚂 迁 元 ,可 写 为 
CXIVExC) ,VExCs), lo》 
一 CVOOKC4, V3) pC3 ard, (7-15) 
其 中 已 做 代 换 一 ， 和 4 一 1 ( 当 和 5 二 1)， 以 及 1 二 :和 
= s ( 当 s 之 11). 
这 样 , 微 扰 展 开 式 中 的 二 阶 项 变 成 
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5 x [cz st]ar | V[x(s), slas 区 二 


~ jr COV KoC4, 3D) C3)an dan de 


(7-16) 
可 以 看 出 ,这 就 是 式 (6-74) 所 定义 跃迁 几率 幅 的 推广 。 包 括 
三 个 或 更 多 函数 的 表达 式 也 容易 写 出 . 
式 (7-4) 也 相应 于 更 一 般 的 一 类 微 扰 论 。 例如, 考虑 粒 
子 与 振子 相互 作用 的 情形 .完成 对 描写 振子 的 坐标 积分 以 后 ， 
所 得 的 作用 量 可 以 写成 5 十 o, 式 中 (参看 节 3-10) 


| | gLx Ct), tJg[x(s), s] 


mw sinwT Jo 
« sin w(t — 1) sinw(s — 11)dsadt, (7-17) 
其 中 g[x C2) ,1] 表示 粒子 与 振子 相互 作用 的 特征 ， 而 工 一 


有 一 


当然 ,我们 已 经 指出 ,很 难 实际 计算 包括 如 此 复杂 作用 量 
的 路 径 积 分 ;但 是 如 果 可 以 预期 复杂 项 o 的 影响 是 很 小 的 , 则 
可 以 用 式 (7-4) 中 的 微 扰 展 开 式 ， 稍 加 努力 就 能 获得 有 用 的 
结果 . 为 了 举例 说 明 ,我 们 找 出 这 个 展开 式 中 的 阶 项 ( 即 一 阶 
玻 恩 近似 ). 用 o 的 式 (7-17) ,必然 要 计算 项 (i/#)《X1ol$ 2s. 
这 项 可 以 写 为 


(Xloly)s, 一 二 一 


jwm sin wT 
人 《xlg[zG ,etx(), 919)s 
。sin of(i —1) sinwls — ‘)2sdt, (7-18) 
于 是 问题 的 困难 部 分 化 为 寻找 
CX|g[xCz) ,zi]glxCs), s1| ys,. 
但 是 我 们 已 经 在 式 (7-15) 中 做 过 这 个 问题 ,只 不 过 要 把 
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V 换 成 8。 因此 ,有 
CX|g[x(Cz), tJelx(s), s] 1b)s, 


= | X*(4)g[x(4), zi4]Ko(4, 3) 


- gLx(#3), tJ] Pp (3)dxdx', (7-19) 

这 个 表达 式 可 以 代入 式 (7-18), 以 便 歼 得 一 阶 玻 因 近似 的 最 
后 结果 Gi)CX|o|g )s,. 

在 以 后 各 章 中 ， 跃 迁 元 将 出 现 得 更 如 频繁 .在 每 个 例子 
中 都 可 以 用 这 儿 所 演示 的 直接 方式 计算 它 。 因此 , 本 章 后 面 
各 节 的 内 容 , 真 正 对 以 后 工作 重要 的 并 不 多 ， 然 而 ,我们 还 是 
把 这 些 内 容 包 括 在 本 书 中 ,这 有 两 个 理由 。 第 一 ,有 可 能 获得 
由 迁 元 之 间 的 非常 普遍 的 关系 。 这 个 关系 可 用 作 量 子 力学 定 
义 的 另 一 可 能 的 出 发 点 ， 第 二 , 因为 许多 人 已 经 熟悉 了 更 通 
常 的 量子 力学 算 符 记 号 ， 所 以 有 从 更 习惯 的 表示 到 本 书 所 使 
用 的 表示 之 间 变 换 的 若干 例证 [例如 (7-3) 形式 的 表达 式 ] 是 
有 益处 的 . 

由 于 有 适用 的 变换 规则 ， 由 路 径 积 分 方法 益 述 的 后 几 章 
内 容 也 可 以 用 更 熟悉 的 符号 化 概念 去 理解 . 

本 章 其 余部 分 所 讨论 的 关系 与 描述 系统 的 初 态 或 终 态 的 
波 函 数 形式 无 关 。 这些 关 系 还 可 用 于 定义 跃迁 元 的 积分 。 因 
此 , 我 们 将 简写 记号 , 即 删 去 任何 与 波 函 数 有 关 的 特殊 标记 . 
这 样 ,跃迁 元 将 写 做 《F);， 而 不 写成 《X|1F1$)s. : 


7-2 泛 函 导数 


我 们 着 手 发 展 能 导出 跃迁 之 间 的 一 个 重要 关系 的 数学 
工作 。 这 个 关系 可 用 一 个 数学 概念 一 一 泛 函 导数 - 
简洁 的 表达 式 。 因 为 有 些 读者 可 能 并 不 熟悉 泛 函 ， 所 以 我 们 

在 这 一 节 摘 述 它 . 
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对 我 们 可 以 选择 的 每 一 个 函数 x( , 泛 函 F[x(z) ] 给 
一 个 数 。 我 们 可 以 间 :; 如 果 在 自 变 水 数 x(z) 中 做 一 个 很 小 的 
改变 , 则 这 个 数 变化 多 大 昵 ? 即 对 于 一 个 小 mnCoD ，F[x(#) 十 
(C2) ] 一 FL[x (2) ] 有 多 大 ?近似 到 7 一 阶 的 效应 ( 设 其 存在 等 


等 ) 是 7 的 某 一 线性 表示 ,比如 说 | KCs)n(s)ds， 于 是 称 KC) 


村 


为 了 相对 于 函数 x(z) 变化 在 * 处 的 泛 函 导数 ,可 写 为 
5F/6xr(s)。 即 近似 到 一 阶 , 有 


Flz + 1] Plr]+ | -222 


Sx(s) 
5F15x(s) 当然 与 函数 x( 有 关 , 它 也 与 s 的 值 有 关 . 所 以 
它 是 *(a 的 泛 函 ,也 是 时 间 * 的 顺 数 . 
可 以 用 另 一 个 方法 来 考察 它 。 设 把 时 间 分 成 小 间 陋 为 s 
的 许多 步 ,时 间 的 值 为 ti Cin 一 十 4)。 现 在 可 以 用 在 每 一 
个 时 刻 4 函数 x(:) 所 取 的 值 x; 来 近似 描述 它 。 这 样 ， 泛 
函 F[x(z) ] 是 与 所 有 x 有 关 的 一 个 数 ; 即 它 变 成 了 变数 
Xs 的 普通 函数 : 
F[x(2) ] 一 下 (-…，xziy xi4l9 °°) (7-21) 
现在 可 以 浪 虚 它 相 对 于 这 些 变数 之 一 xi 的 导数 8F/68xi。 泛 
函 导 数 恰 是 此 分 式 除 以 8 再 取 六 一 … 即 
BaF 10OF 
6x(s) 8 Ox; 
这 点 可 以 由 下 面 看 到 . 如 果 改 变 路 径 人 队 x (2) 到 x(z) 
十 ?人 ， 则 把 所 有 的 xi 变 到 了 x 十 [ 式 中 1 一 %(12)]， 
因此 , 按 仿 微 商 的 一 般 规则 ， 辫 数 Fl: "9 Xi Tit19 “) 中 的 
一 阶 改变 为 
下 (-… -xi 十 13XiH TF Nin" *) 


F 
— FCs 一 已 十 和 (7-23) 


nCs)ds 十 …-。 (7-20) 


(7-22) 
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现在 如 果 令 (1/e)(8F/6x;) 一 K;:， 那 么 上 述 求 和 是 
| DKimies, 


取 极 限 变 成 | 及 (4) 4(#) dz， 所 以 当 s 一 0 时 ,这 个 极限 存在 ， 
则 它 等 于 8F/6zx(s). 
人 人 科 还 可 以 使 用 微分 概念 ， 恰 如 我 们 可 以 写 
df 一 >, 3 dxi, 


i Xi 


我 们 也 可 以 写 下 任何 乏 函 数 的 一 阶 变 分 
_ (58F ，(， 
3F | Bx(s)ds, (7-24) 


其 中 56x(s) 是 路 径 在 x(s) 处 的 微分 变化 . 
问题 7-1 如 果 3 = [”L(#,*， 9do 证 明 ,对 于 任何 在 4 到 的 
区 域 中 的 *， 有 


05 a /eoL eL 
5 -#2(¥) Bx ? (7~25) 
其 中 偏 导数 取 : = :处 的 值 . 
问题 7-2 如果 F[*] = *(r)， 证 明 : 
Bry = 6(7 — 1:), (7-26) 


问题 了 -3 证 了 明 f= exp| 112]-…| (ry 1) /(r,, 1,) R Cr 一 TS 
1 一 4)4 和 rfidndi | 的 泛 函 导 数 由 下 式 给 出 : 


PF 一 [一 R(? —r ,so—t)(r, yar'at]. (7-27) 
7(r,s) 


注意 : 函数 i(r,7) 是 四 个 变量 (x,y; z, 7 的 函数 ， 这 样 , 像 式 (7-14) 
中 所 使 用 的 单个 坐标 :必须 换 成 坐标 组 (*，y，*，:)， 才 能 明确 规定 
泛 函 导数 所 要 取 值 的 点 。 
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阐明 85F/8z(s) 跃迁 元 的 公式 , 可 以 得 到 我 们 在 前 闻 开 
头 叙述 到 的 泛 函 之 问 的 普遍 关系 。 用 下 述 方式 最 容易 做 到 这 
点 。 落 中 


(Fs = | FL lexp{E SIC)1 je(D C7-28) 


现在 在 所 有 积分 路 径 中 把 变量 x(z) 换 成 x(z) 十 mn(z)。 对 
于 国定 的 %(2) ,多 [x 十 51] 一 多 x() [因为 d(x; 十 7;) 
一 dx;]。 但 是 积分 不 会 因 变 数 代 换 而 改变 。 所 以 


(F)s 一 |PIzCD + C0)] 
. exp | 二 SLIx (#2) + (0)] | Dx (1) 
一 1FtzCo Jexp {= SICxCz) ] | DW x(t) 


十 人 2 BC nCs)ds [ep 伍 SLx(z)1 | 2: 
十 站 | Flx(?)] 于 过 nC)8s| 


6x(s) 
. xp 二 S[x (2 1Bx (2) 十 (7-29) 

剩 下 的 项 必须 全 部 等 于 零 。 特别 是 , 对 任何 ms) 一 阶 项 必 

人 为 归 ， 后生 六 和 

(7~-30) 


Fy 一 一 志 (E 7 

这 个 普遍 关系 有 许多 重要 的 推论 
用 《7-30) 式 作 为 出 发 点 来 定义 量子 力学 的 定律 是 可 能 
的 ， 可 以 反 过 来 推导 出 (比如 说 )(7-6) 式 。 如 果 要 求 做 其 种 
量子 力学 的 推广 ， 那 么 可 以 假设 这 种 推广 包括 在 exp (15/#) 
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项 中 的 作用 量 3 里 ,或 者 也 许 由 像 式 (7-30〉 那 样 的 形式 出 
发 ,再 用 微分 记号 引进 修正 。J. 许 温 格 《J. Schwinger) 曾 研 
究 过 由 式 (7-30) 建立 起 来 的 量子 力学 公式 体系 . 

我 们 可 以 看 到 (7-30) 关 系 式 如 何 可 由 男 一 种 方式 产生 ， 
办 法 是 想像 把 时 间 分 成 小 间隔 se， 用 相应 于 z; 的 扣 *i 的 通 
数 代 替 泛 水 。 然 后 考虑 路 径 积 分 


| op StI} Bel), (7-31) 


其 中 尺 是 某 个 ( 非 任 何 端点 ) 中 间 时 间 。 路 径 积 分 就 是 对 所 有 
点 x; 的 积分 。 于 是 用 部 分 积分 得 


Es ep {zs [x 1} DC) 


FS sp 全 - 
_ | rg exp {tse CO) Dx(t), (7-32) 


其 中 已 经 去 掉 了 积 出 的 部 分 . 
问题 7-4 ”讨论 为 什么 积 出 的 部 分 消失 了 . 


结果 是 
OF\ _ /7F 8S _ 
(让 ,一 一 2 FD),» (7-33) 
它 与 式 (7-30) 具有 相同 的 内 容 . 
最 好 把 这 个 关系 式 写 成 微分 形式 
(5Fy》s 一 一 起 (F688)s, (7-34) 


因为 这 时 不 需要 标 出 和 5 所 依赖 的 特定 变量 ， 


问题 7-5 有 人 争论 说 : 因为 式 (7-33) 只 适用 于 直角 坐标 ， 式 
(7-34) 可 能 引起 误解 .要 求 论证 这 一 问题 ,例如 研究 应 用 球 坐 标的 相应 
关系 所 得 的 结果 * 即 找 出 《6F1orw>s。 
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7-3 ” 某 些 特殊 泛 函 的 跃迁 元 

关系 式 (7-34) 有 许多 重要 含义 ;其 中 有 些 含义 将 在 本 节 
中 研究 。 我 们 取 一 维 粒子 在 势 了 [x(z) ] 中 运动 这 种 特定 情 
形 . 


设 粒 子路 径 上 的 作用 量 由 下 式 给 出 ， 
一 ){ 巡 VIzxC))] ez. (7-35) 
在 每 个 路 径 加 上 小 的 变化 5x() ， 结 果 ( 到 一 阶 ) 是 
85 一 -| [mz + Vx Jr CD dt. (7-36) 
使 用 式 (7-34), 有 


(5Fy 一 一 二 (FE | [mz 十 VCx) ]5x(D dt ).(7-37) 


换个 办 法 ， 我们 也 可 以 回 到 剖 述 式 (7-33) 时 使 用 过 的 观点 。 
即 想像 把 时 间 分 成 长 为 8 的 许多 小 段 。 在 此 情况 下 , 作用 量 
S 可 以 写 为 


S 一 DS [» EE it — 一 V(x; )e|. 《7-38 ) 


若 选择 特定 时 刻 4。 和 以 前 一 样 , 令 zx 是 相应 的 路 径 位 
置 , 则 


6S _ (生生 XA =) + V'(xA)s, (7-39) 
Or. 如 8 


应 用 式 (7-33), 得 
cid 
十 7 (xzk) ]) 《7-40) 
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在 上 式 中 ,分母 中 包含 s 的 因子 实际 上 是 在 时 刻 的 加 
速度 。 因此, 式 47-40) 是 式 (7-37) 的 一 个 特例 。 具体 讲 ， 
它 相应 于 式 《7-370) 中 对 所 有 : 关 i，6x(z) 是 零 的 情况 ， 若 
令 6x(t) 等 于 8 ?6xx* 5 一 太 )， 则 得 式 (7-40)。 实际 
上 ， 因 为 式 47-40)》 对 所 有 有 成立 ,所 以 它 完全 等 价 于 更 详细 
的 式 (7-37). 

若 在 式 (7-37) 中 选 一 个 特定 函数 F 一 1, 则 3F 一 0， 


-2(| [mi 十 V(x)]o6x(z) 51 ) 一 0 (7-41) 


因为 这 个 结果 必须 对 任意 选择 的 5x(z) 成 立 , 所 以 在 所 有 时 
间 必 须 有 
《mt 一 —《V'(x)). (7-42) 

它 是 量子 力学 中 与 经 典 的 牛顿 定律 类 似 的 定律 。 应 用 节 7-1 
中 描述 过 的 跃迁 元 的 经 典 类 似 ， 这 个 结果 表示 : 质量 乘 以 在 
任何 时 刻 的 “平均 ”加 速度 然后 取 加 权 平 均值 ， 就 等 于 同一 时 
刻 的 力 ( 势 的 负 梯 度 ) 的 加 权 平 均值 ， 其 中 平均 "是 对 带 有 权 
重 exp(iS/#) 的 全 部 路 径 平 均 . 

作为 另 一 个 例子 ， 设 下 是 除 xx 以 外 所 有 位 置 变量 的 某 
任意 非 零 泛 函 ， 则 式 〈7-40) 的 左边 是 零 ， 并 且 得 (因为 
OF|/Ozx 一 0) 


(Fx N29 9 KRY TR419 “9 rn) 
. [> zt 一 2z4 十 Fh 十 Jr(zh) | ~ 0. (7-43) 
[3 


这 个 等 式 表 示 ，m* 十 了 Cs) 对 所 有 路 径 平 均 的 跃迁 元 在 时 
刻 六 等于零, 即使 这 些 路 径 以 任意 泛 函 为 权 , 只 要 这 个 证 函 与 
有 关 时 刻 4 的 路 径 位 置 无 头 ， 
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然而 , 设 这 个 泛 肖 与 有 关 时 劾 的 路 径 位 置 有 关 , 特 别 是 假 
设 这 个 泛 水 F 就 是 9 则 应 用 式 (7-40)， 有 


18 XR4L ~ 2Xk OO— XR , 
《1» == 太 (mr HT txiV (x ) 


6 8 


+ SxkJ' (zt) >). (7-44) 


若 设 势 了 是 光滑 函数 , 取 8 一 0 时 的 极限 时 发 现 , 与 其 余 项 相 
比 , 可 以 略 去 exraV"《x4)。 结果 得 


| 一 一 亡 
C1) (7-45) 


上 面 这 个 等 式 包含 位 置 变量 x 和 动量 变量 mx 的 乘积 . 
在 第 一 项 中 ,动量 光 是 作为 与 时 间 十 8/2 相应 的 线性 平均 
而 求 值 的 , 而 位 置 取 坟 时 的 值 。 在 第 二 项 中 ,位 置 还 是 取 只 
时 的 值 ,但 是 动量 相应 于 时 刻 4 一 8/2.。 这 个 等 式 表明 , 位 
置 和 动量 乘积 的 跃迁 元 取决 于 这 两 个 量 在 时 间 上 的 顺序 . 

其 后 , 当 我 们 变换 到 更 常用 的 算 符 记号 时 , 我 们 将 看 到 ， 
相应 于 式 (7-42) 的 算 符 运动 方程 和 式 (7-45) 的 算 符 对 易 规 
律 都 可 以 从 同一 基本 关系 式 47-34) 推出 . 

我 们 可 以 从 式 〈7-45) 推导 进一步 的 结果 , 它 使 我 们 更 清 
禁地 了 解 量子 力学 中 路 径 是 很 重要 的 这 一 特征 思想 ， 考 虑 下 
面 两 项 : 


(eam 2 一 2 (7-46) 
和 
(zitm A 二 到) (7-47) 


这 两 项 互相 之 差 仅 是 s 阶 的 项 ， 因 为 它们 是 在 相差 6 的 两 个 
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时 刻 计 算 的 同一 个 量 。 这样 ,我 们 有 理由 可 以 用 式 〈《7-47 ) 蔡 
换 式 (7-45) 中 第 二 项 。 其 结果 是 


(mA nt) ) 一 全 (1)。 (7-48) 
换个 方式 ,可 以 把 它 写 为 
(2 ) )— — 1). (7-49) 


这 个 等 式 表 明 ,速度 平方 的 跃迁 元 的 量 级 是 1/s， 因 此 , 当 e 
趋向 于 零 时 , 它 变 成 无 穷 大 ， 这 个 结果 意味 着 ,对 于 量子 力学 
粒子 来 说 ,重要 的 路 径 不 是 那些 处 处 有 确定 斜率 (速度 ) 的 ,而 
是 那些 在 非常 细小 的 范围 内 都 十 分 无 规 的 路 径 ， 如 图 7-1 中 
草图 所 示 。 事实 上 , 这 些 无 规 性 相应 于 不 存在 平均 ”平方 速 
度 , 这 里 谈 到 的 "平均 ”中 已 经 使 用 了 经 典 类 似 . 

若 对 一 个 短 时 间 间 隔 A:， 定 义 平均 速度 为 (比如 说 ) 
[xz 人 十 Ai) 一 x (#) ]/Az, 则 其 “平均 ”平方 值 是 一 2/(imAz). 
即 对 一 个 短 时 间 间 隔 的 速度 “平均 ”平方 值 是 有 限 的 ,但 当 闻 
隔 变 得 越 来 越 短 时 , 它 变 得 越 来 越 大 . 

这 表明 ,量子 力学 路 径 是 非常 无 规 的 ， 然 而 ,尽管 对 于 短 
时 间 间 隔 ,速度 的 “平均 * 值 非常 高 ,这 些 无 规 性 在 一 段 相 当 长 
的 时 间 内 还 是 被 平均 掉 ， 从 而 产生 了 一 个 相当 的 漂移 (或 平 
均 ” 速 度 ). 

问题 7-6 ”对 在 三 维 空间 (* ，y，s) 中 运动 的 粒子 ,证 明 

Crapr 一 ta)> 一 《Ci 一 项)> 

天 3 


2 


一 《(zk4: 一 2) 一 一 > | (7-50) 


《(xk+1 一 PIE 一 ya)> 一 CXht 一 DCH 一 SA ) 户 
一 《CA 一 JICzt — 24)> 一 0。 (7-51) 


把 动能 的 唉 迁 元 简单 地 写 为 
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图 /-1 量子 力学 粒子 的 典型 路 径 在 小 范围 内 是 高 度 无 规 的 ， 
如 草图 中 所 示 . 因此 ,尽管 平均 速度 是 确定 的 , 均 方 速度 却 在 
任何 后 都 不 存在 . 换 句 话说 ,路 径 是 不 可 饿 的 


1 Tit 一 和 RAY 

1 (m (+ ‘) ) (7-52) 
是 不 行 的 ,因为 当 s 趋 癌 零 时 ,这 个 量 会 变 成 无 限 大 ， 如 何 找 
到 动能 适当 的 表达 式 呢 ? 我 们 可 以 做 一 个 有 启发 意义 的 猜 
测 : 只 有 那些 可 能 在 某 种 物理 微 扰 问 题 中 出 现 的 泛 肖 ff 才 是 
重要 的 。 我 们 如 何 用 微 扰 方法 得 到 动能 ? 如 果 粒 子 的 质量 在 
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某 个 短 时 间 间 隔 Ar 内 被 因子 1 十 2 (3 很 小 ) 扰 动 , 则 作用 
量 就 被 ?Am/2) 扰动 ,这 个 量 正 比 于 动能 。 我 们 会 问 : 如 
果 在 短 时 间 内 wr 变 到 m(1 十 m)， 那 么 一 阶 微 扰 《os。 会 有 
什么 形式 ? 
为 了 简单 起 见 ， 可 以 把 短 时 间 就 取 做 定义 时 间 间 隔 时 使 
用 过 的 步 长 s， 于 是 一 阶 项 除 以 en 便 是 动能 。 式 《〈7-38) 
的 $s 中 的 微 扰 《只 要 :一 和 项 中 的 普 换 成 m 十 mm) 显然 是 
En(19/2)(xin 一 xX4)》/2。 但 当 m 改变 时 , 在 路 径 积 分 中 引起 
的 变化 不 只 是 它 本 身 . 每 个 的 归 一 化 因子 4 正比 于 mi2 变 
化 ,于 是 由 此 带 来 了 (1 十 1/2%) 因子 。 所 以 当 普 是 如 此 变化 
时 ,路 径 积分 的 整个 一 阶 变化 除 以 1e 下 
二 ( 玫 (xa + xz ， (7-53) 
+ 
这 是 令 人 满意 的 i/ 亏 乘 以 动能 的 形式 . 
应 用 式 (7-49)， 有 人 可 能 预期 上 式 为 零 ; 但 是 当 & 一 0 
时 , 式 (7-49) 趋 向 于 量 级 1/s. 事 实 上 , 当 s 趋向 零 时 , 式 (7-53) 
中 的 量 是 有 限 的 。 通 过 展开 平方 项 可 以 重 写 这 个 表达 式 。 在 
式 (7-40) 中 令 下 是 zi 一 x4， 如 果 保留 的 最 低 阶 项 ， 结 


果 是 
Ee)) 


一 的 全 三 全) ) 十 2 1). (7-54) 


于 是 我 们 可 以 定义 式 (7-54) 左边 为 动能 的 路 迁 元 . 

由 这 个 结果 可 见 ， 要 得 到 令 人 满意 的 包括 速度 短 的 跃迁 
元 ,最 容易 的 方式 是 把 这 些 短 用 速度 的 乘积 代 蔡 ,其 中 每 个 因 
子 取 在 稍为 不 同 的 时 刻 . 

在 一 些 较 简单 问题 中 ,有 时 可 以 直接 计算 跃迁 元 ， 对 于 这 
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种 问题 ， 使 用 我 们 在 节 7-2 推导 的 跃迁 元 之 间 的 关系 式 也 可 
以 得 到 同样 结果 .这些 关系 式 可 以 向 我 们 提供 关于 路 迁 元 的 
可 解 微 分 方程 。 我 们 将 给 出 几 个 范例 ,但 容易 看 到 ,这 个 方法 
可 以 适用 的 例子 必须 很 简单 ， 以 致 直接 计算 实际 上 并 不 十 分 
困难 . 
第 一 个 例子 ,考虑 一 个 自由 粒子 在 整个 时 间 间 隔 工 内 由 
x 跑 到 x 的 情形 ， 让 我 们 找 出 在 时 刻 * 位 置 [ 即 r(x)] 的 
跃迁 元 ， 当 然 这 是 ， 的 某 一 函数 ,并 且 显然 有 
4x(0)7 = ml12，(rCT)> = x(1). (7-55) 
因为 任何 作用 于 此 粒子 的 势 在 空间 中 是 常数 ( 即 没 有 力作 用 )， 
所 以 按照 式 (7-42) 位 置 跃 迁 元 的 二 阶 导 数 是 零 . 这 样 ,积分 
给 出 


f 
《x(#)) 一 [a 十 了 (x 一 za) |(1>， (7-56) 
注意 :; 方 括号 中 的 表达 式 恰 是 x(z) 沿 经 典 路 径 的 值 *(2). 
问题 7-7 证 明 : 对 于 任何 二 次 型 的 作用 量 ; 有 
Ce(2)> = A)C1>. (7-57) 


作为 一 个 不 那么 常见 的 例子 ， 我 们 来 计算 同样 目 由 粒子 

条 件 下 的 有 财 迁 元 《x(#)x(s)》〉。 由 于 这 是 两 个 时 间 的 了 消 数 , 我 
们 可 以 把 它 写 为 f(1,s)。 对 : 的 二 阶 导数 是 

全 全 一 《2z(CrDx(7)7。 (7-58) 


把 F 一 x(s) 代 人 式 (7-40) 就 可 以 算出 这 个 跃迁 元 。 当 
s 5&1 时 ,按照 导致 式 (7-42) 的 论述 ,结果 是 一 (1/m)V'[x(2)] 
“x(s)); 当 ;一 + 时 ,按照 导致 式 (7-44) 的 论述 发 现 , 式 《7- 
58) 的 跃迁 元 为 1/s 量 级 ， 在 小 8 极限 内 ,我 们 有 
m 3 一 《7z8#t(tD)x(5)》 
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一 二 5(: 一 5) 一 (fxrCD)]z()>。 (7-59) 


因为 对 于 自由 粒子 , 势 与 位 置 无 关 , 所 以 式 《7-59) 右边 第 二 
项 为 零 。 所 得 出 的 方程 可 以 通过 把 有 关 区 域 分 成 两 部 分 来 
解 . 当 1 二: 时， 
f= a(s): + b(s), (7-60) 
而 当 上 > 时， 
f= A(s)t + B(s). (7-61) 
这 样 , 当 t 由 稍 小 于 变 到 和 宵 大 于 时 ,六 数 了 对 * 的 一 
阶 导数 紫 跃 一 个 量 4(s) 一 as4)， 而 按照 式 (7-59)， 
A(s) — als) = /mi, 
边界 条 件 为 
Cx(0)x(s)) = rx(s)) = rz(s) 1) (7-62) 
Cz(T)xC)) 一 x2Cs) (1). | 
这 个 条 件 给 出 信息 还 不 足以 确定 全 部 四 个 冰 数 a、4、b、B、 
但 是 我 们 或 者 可 以 使 用 由 1 对 ， 微 商 而 获得 的 关系 : 
(a 099 
或 者 注意 1(:,s) 必须 是 上 和 * 的 对 称 图 数 ， 人 们 可 以 得 出 
结论 ,a。、4、5、B 必然 都 是 * 的 线性 函数 。 现 在 边贸 条 件 就 
足以 确定 这 些 解 了 ， 结 果 是 


| ZFCs) 十 


(7 一 | (1) 当 * 一 局 

Cx(2)xCs)) 一 天 
(7-64) 
通过 检验 就 可 以 看 出 这 个 结果 是 正确 的 . 令 式 (7-59) 和 


. (7-63) 右边 等 于 零 便 可 得 到 齐 次 方程 组 。 两 个 取 不 同时 刻 
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经 典 路 径 的 乘积 是 这 组 齐 次 方程 的 解 ， 并 满足 必要 的 边界 条 
件 。 式 (7-64) 的 两 个 式 子 右边 最 后 一 项 是 非 齐 次 方程 (7-59) 
和 (7-63) 的 特 解 , 它 在 端点 为 零 ， 

两 个 取 不 同时 刻 的 位 置 的 跃迁 元 不 只 包含 两 个 相应 的 沿 
经 典 路 径 的 位 置 的 乘积 ， 还 有 一 个 小 的 附加 项 ， 它 的 性 质 纯 
粹 是 量子 力学 的 。 这 个 附加 项 与 量子 力学 运动 图 象 相 一 致 ， 
尽管 发 现在 两 个 固定 端点 之 间 运 动 的 粒子 平均 沿 着 一 条 经 典 
路 径 运动 ,但 是 它 仍 有 一 定 几 率 沿 所 有 其 他 可 能 的 路 径 运 动 . 
在 考虑 两 个 不 同时 刘 位 置 乘积 的 跃迁 元 时 ， 必 须 记 住 上 述 事 
实 。 在 计算 这 个 跃迁 元 时 ， 必 须 计 及 所 有 不 同 的 路 径 中 所 有 
可 能 的 位 置 ， 而 考虑 到 这 一 点 就 带 来 了 这 个 附加 项 ， 只 有 在 
指定 的 端点 处 才 不 存在 其 他 可 能 性 ， 

如 果 再 一 次 使 用 来 自 经 典 类 似 的 术语 ， 那 么 我 们 可 以 更 
好 地 理解 这 个 结果 的 意义 .假设 粒子 的 路 径 在 某 时 刻 s 通过 
特别 大 的 x 值 , 那么 在 稍 后 时 刻 :, x 的 “平均 ” 值 不 正好 是 原 
来 的 平均 z(z)， 这 里 会 有 与 前 面 偏离 大 的 有 关系 的 项 ， 所 
以 乘积 “平均 ”不 再 恰 是 平均 ” 值 的 乘积 . 

在 这 个 和 其 他 一 些 经 典 类 似 的 应 用 中 ,我 们 记得 ,所 说 的 
“平均 ”是 借助 于 权重 水 数 exp(iS/ 六 ) 来 定义 的 。 这 个 权重 
函数 不 是 正定 的 ,事实 上 它 是 复 的 。 这样 ,我 们 得 到 这 种 纯 量 
子 力学 的 结果 像 式 (7-64) 中 那样 ,其 中 额外 的 关联 出征 纯 克 
的 ]! 


问题 7-8 ” 当 势 不 是 常数 而 是 对 应 于 受过 谐振 子 时 ,找到 x(2)x(s) 

二 f(:,:) 的 跃迁 元 。 通过 找到 f 的 微分 方程 ， 并 尝试 下 面 的 解 来 找 
比 路 迁 元 : : 

<f(1,5)> = [#2)x(s) + gts s)1<1>, (7- -65) 

寻找 一 个 表明 & 与 端点 *x 和 z*: 无 关 , 也 与 力 函 数 [ 势 的 梯度 7(1)] 无 
关 的 g(1,s) 的 方程 ， 普遍 地 证 明 (T= 一 5)， 
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疡 sin ws sin wT 一 :1) 当 se 


sin wi sin wT 一 S) ws 


micwsinw TT 


7-4 二 次 型 作用 量 的 一 般 结果 


显然 ,如 条 作 用 量 是 二 次 型 的 ,那么 就 容易 确定 许多 泛 函 
的 跃迁 元 。 这 所 局 发 我 们 ， 应 该 把 我 们 的 芳 虑 扩展 到 稍微 更 
普遍 的 一 类 泛 函 。 所 使 用 的 技术 与 节 3-5 描述 过 的 一 样 。 例 


如 ,用 二 次 型 的 作用 量 8 容易 计算 exp Ci/ 划 | /CDz(9 的 路 


迁 元 , 其 中 f(z) 是 时 间 的 任意 图 数 。 这 个 学 的 牙 迁 元 可 以 
写 为 


(exp 


[ira |) 
一 | exp | 地 E 十 | (2) x (2 dr |} 2. 07767) 


如 果 原 作用 量 5 是 高 斯 型 的 , 则 作用 量 5 一 5 十 | 1(2) 
z(Da# 也 是 高 斯 型 的 。 于 是 用 节 3-5 的 方法 就 可 以 实现 式 
(7-67) 右边 的 路 径 积分 ， 如 果 S61 是 作用 量 8 的 极 值 , 那么 
作为 式 (7-67) 中 路 径 积 分 的 因子 exp(iS&/ 可 以 提出 来 . 
剩 下 的 因 于 是 遍及 路 径 7(:) 的 路 径 积分 ,yCz) 在 允许 的 时 
间 间 隔 内 由 零 忠 到 零 。( 我 们 令 * 一 十 y, 其 中 过 是 对 应 于 
作用 量 极 值 的 经 典 路 径 . ) 

遍及 路 径 ” 的 积分 与 函数 f(z) 无 关 , 因为 这 个 函数 在 作 
用 量 $ 中 只 与 x( 吃 的 线性 项 相 乘 ,我们 看 到 [参看 式 (3-497]， 
利 下 的 略 径 积分 只 包含 8 的 二 次 项 部 分 ,8' 的 二 次 项 部 分 并 
不 比 s 的 二 次 项 部 分 多 。 这 意味 着 , 式 (7-67) 右边 的 略 径 积 
分 可 以 化 为 一 个 指数 函数 乘 以 路 迁 元 《1)， 结果 是 
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(em | 三 | DrCD a 1 
~ {exp| Ga 一 sa) 站 D， (7-68) 


极 值 Sa 一 经 算出 。 只 要 令 f(z) 恒 等 于 零 就 可 以 由 它 得 到 
极 值 So。 式 (3-68) 中 定义 的 受 迫 谐振 子 的 作用 量 是 这 个 作 
用 量 Sci 的 特殊 情况 . 
问题 7-9 ”应 用 上 述 结 果 证 明 , 若 谐振 子 作 用 量 为 
Ss = (m/2) | > dt — (mo 12) | dt, 
则 | 


《eep| jr)a|) = cyexp{| 池 i i | 


。 2*2 | f(2)sin w(t — #4dt 


mw 


十 Cad | j(z)sin ws—t at 


m0 


-om 


mm 


° sin wi — 1)dsdt bh; 


其 中 x， x, 为 振子 的 始 态 、 未 态 坐 标 。 
从 式 (7-68) 给 出 的 路 迁 元 ,我 们 可 以 用 另 一 个 方法 得 到 
x(z) 本 身 的 跃迁 元 ， 把 式 (7-68) 两 边 相 对 f(z) 微 商 ,得 


oda ee 
。 [exp (So — sc) 《1》 


一 es {ep | 二 (Sci 一 so) | (7-69) 


ov 全 多 @* 


et -sr 


因此 , 当 fj) 三 0 时 ,计算 两 边 的 值 ,得 到 


6Scl 
《x(Czt)) ‘DD S70) 


继续 这 个 过 程 ,以 便 获得 二 阶 导 数 


jv 8 
(C0)x(s)) ~ (3) df C81C) 


* exp | 二 (Sa 一 so) | 


。 《7-70) 
f=0 


《1 
j=0 


让 Sn 6Sr BSc 
Es Ho) B10) Exe 

实际 上 ,因为 Sa 只 有 了 的 二 次 项 [参看 式 (3-66)] , 任何 多 个 
x 因子 的 跃迁 元 都 可 以 借助 于 8Se/6f(z:) 及 与 了 无 关 的 量 
6Sa/61C2)61(s) 直接 计算 出 来 ， 这 就 解释 了 式 《7-64) 和 《7- 
65) 的 形式 , 并 允许 写 出 三 个 x 因子 的 跃迁 元 . 

问题 7-10 证 明 : 对 于 任何 二 次 型 乏 函 : 若 我 们 写 下 

Cx(1)> = #2)K1> FO Cx)*Cs)> = [FCFECS) + g(t35)]<1>, 


(7-71) 


f=0" 


则 
XLII = [XC(2)x(Cs DECU ) 
+ F(t)g(ssu) 十 Er)g(toa) + Fu)eCs) C1>. 
找 出 四 个 * 先 积 的 跃迁 元 , [提示 : 因为 5c1 一 Sc 是 1 的 二 次 型 泛 函 ， 
并 且 当 1 == 0 时 它 等 于 零 , 所 以 它 的 数学 形式 必然 为 


sar — Set = (112) || KC), yards + [aCK)as, 


其 中 & 和 三 是 某 种 函数 .] 


7-5 ”跃迁 元 与 算 符 记号 


在 这 一 市 和 下 一 节 我 们 将 看 到 ， 任 何 用 传统 的 波 孙 数 和 
算 符 记号 看 竺 跃迁 元 . 这 将 帮助 那些 熟悉 表达 式 的 算 符 形式 
的 读者 把 路 径 积 分 计算 的 结果 与 他 已 经 知道 的 另 一 些 结果 连 
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如 果 下 只 是 在 单一 时 刻 的 * 的 函数 , 比如 在 闪 时 刻 的 函 
数 V(xi)，、 那 么 由 式 《7-10) 可 以 知道 如 何 去 计 算 它 的 跃迁 
元 。 类 似 地 ,阁下 与 x(x) 在 两 个 不 同时 刻 的 值 有 关 , 则 式 (7- 
15 ) 告诉 我 们 该 做 什么 . 

让 我 们 考虑 下 面 情 况 : F 表示 时刻 的 动量 , 并 应 用 把 
时 间 轴 切 成 长 为 8 小 段 的 近似 方法 。 这样 ， 


PF 一 (Xk 一 xD) 。 (7-72) 


2， 


一 二 (CCX1xzkHl 史 2s — XIxi lss). (7-73) 
式 (7-73) 右边 可 以 写 做 


=|| X*(x, t+ Erp(r, ti 十 8)dx 


于 是 我 们 有 
(xl (xkti — XR) 


一 | Xx, trp(x, 1) dx | (7-74) 
现在 使 用 波动 方程 

blxs tte) = pr, ) + eo. 
一 由 一 Hy, (7-75) 


来 
X*(xX,1 十 8E) 一 XY*(x ti) 十 
i 


一 X* 十 呈 CHX)*, (7-76) 


由 问题 4-3, 如 果 互 是 属于 s 的 哈密 顿 量 ,那么 近似 到 s 的 一 
阶 ,有 
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Lae + 8E)xp(r,t + Edr 一 | X*(x, 1)xp(x, 1dr 
一 | X”(xz tr[Ho(x, 1) lax 
一 | [HY*X*(x, 1)] xp(x, i)dx 上 (7-77) 


根据 式 (4-30), 最 后 这 个 积分 可 以 写 为 x*(x, 2 [Hxp(x， 
上 )]jdr， 或 更 直接 地 使 用 算 符 记号 ,有 
《X | zzt | 中) 一 -名 | X*(xH — Hx)y dx. (7-78) 
这 与 下 式 相 同 : 
0 0 _ 
太 )* 4 | i Br (C7779) 


m Or 
其 中 我 们 已 经 使 用 了 问题 4-4 的 结果 。 算 符 (#/i)(8/68x) 称 
为 动量 算 符 ， 或 更 明确 地 说 ， 它 是 表示 在 * 方向 上 的 动量 算 
符 。 我们 已 经 看 到 这 个 名 称 的 理由 。 构造 mzx 的 跃迁 元 等 价 
于 把 算 符 (#/2)(8/8x) 放 在 X* 和 由 之 间 , 就 像 构 造 * 的 跃 
迁 元 等 价 于 把 x 放 到 X* 和 之 间 一 样 。 若 把 系统 变换 到 动 
量 表 和 象 , 也 许可 能 更 清楚 地 理解 这 些 关 系 。 若 


xX(p) 一 | X(x)exp (到 px ) az ， 


(7-80) 
p00) — [oop (Ep) 
是 X 和 中 的 动量 表象 , 则 可 以 证 明 : 
yy* x 万 Op (x) x 
| .x (x) a 4 
一 | XCp)ppCp)ap. (7-81) 
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”研究 此 关系 的 另 一 个 方式 如 下 ， 考 虑 下 式 给 出 的 跃迁 几 
束 幅 ， 


《xl11py 一 | X* xys pw)KCzy tw: tis ti) 


“p(x, tdridxn. (7-82) 
更 在 设 整 个 x, 轴 右 移 一 个 小 量 A。 把 新 轴 称 为 xi 有 
xi X11 一 全， (7-83) 


使 用 这 新 变量 xi 而 不 用 老 变量 x,。， 式 (7-82) 中 的 跃迁 几率 
幅 并 不 改变 。 它 化 为 


[LI%7》 一 | 人 他 X(xn, tN) 


,、N-1 

“ exp{(=) >, [xx+is Ept13 TR 1x] 
有 AR 类 一 2 

十 () S[x2, t2;x1 CO— A,i 1} 


‘ri — A, Dr) dridr, (7-84) 
其 中 传播 子 的 路 径 积分 已 经 用 式 (2-22) 的 方法 写 出 显 式 了 。 
下 面 把 S[x， 2; 2 一 At 和 (xi 一人, 1) 展开 成 察 
勒 级 数 , 并 只 取 到 一 阶 项 。 特 别 是 指数 函数 变 成 


N-1 ,. 
32 (二) S[xk+l， fkt1s XL> te] | 
Ji (二 A-a. x _ 
(2 )^ 六 5[zas 13 ss a | (7-85) 
因为 xi 是 积分 变量 , 所 以 我 们 可 以 在 定义 路 迁 几率 幅 的 积分 
中 去 掉 撒 标 记 。 式 (7-84) 的 形式 现在 变 成 


(xX\1|8) = | Xx* C2IKC2, DP dradx 
一 坪 和 || x*(2)K(2, 1) 
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一 一 


“ 2 人 S[ zx, 123 Y13 £1] 


区 1 


六 站 
十 一 Be p(xi, ti) harax,, (7-86) 
其 中 我 们 保留 了 这 样 的 记号 : 点 x; 是 沿路 径 *(a 与 点 六 仅 
蝎 一 小 段 时 间 8 的 点 ;而 4 二 4 十 Eu。 

式 (7-86) 右 边 第 一 项 恒 等 于 左边 的 跃迁 几率 幅 ，。 这 意味 
着 ， 剩 下 的 项 必须 是 零 . 但 是 剩 下 的 这 一 项 是 两 个 跃迁 元 的 
组 合 。 于 是 


《1 一 Br SI 六 十 BE; xi,ti] 1») 
一 AZ 二 aa， (7-87) 


用 式 (2-22) 的 约定 ,我 们 沿路 径 的 每 一 个 短 元 采用 经 典 作用 
量 。 于 是 ,在 式 (7-87) 中 出 现 的 作用 量 S[2, 1] 是 初始 路 径 
元 的 经 典 作 用 量 。 它 对 x 的 负 导 数 是 * 处 动量 的 经 典 定义 。 
所 以 我 们 可 以 写成 


Cxlp10) = (rl11 Se). (7-88) 


这 和 式 (7-78) 和 《7-79) 中 得 到 的 结果 一 样 ， 

有 时 磁 到 复杂 的 5， 它 也 许 是 由 于 局 部 地 删除 了 相互 作 
用 部 分 而 得 出 的 ， 我 们 希望 求 出 相应 于 上 时 刻 的 动量 的 泛 函 
P(z)， 前 一 段 的 工作 提出 一 个 普遍 的 定义 ， 只 要 对 应 于 : 以 
前 的 各 时 刻 的 全 部 坐标 都 移动 一 人， 跃迁 几率 幅 《X|11y》 
中 的 一 阶 变化 便 是 这 个 入 乘 以 《x1p(D)14)。 从 这 个 原则 出 
发 ,可 以 对 任意 复杂 的 5 找 出 动量 泛 沙 。， 用 关 似 方式 ,也 可 用 
时 间 变 量 的 移动 定义 哈密 顿 量 , 即 能 量 泛 滑 ,正如 我 们 将 在 节 
7-7 中 要 揪 述 的 那样 。 
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问题 7-12 若 v 只 是 位 置 的 任意 函数 , 证 明 : 


= 


-一 | Xu8KCETY 一 VH bax. (7-89) 
萎 虑 也 是 时 间 函 数 的 情形 。 证 明 : aV/4ds 的 跃迁 元 等 价 于 算 符 (1/#) 
(HV 一 VH) + 6V13t 的 跃迁 元 . 
问题 7-13 证 明 : 


Xmilp> = | X*CHp — pH fax, (7-90) 


对 于 由 算 符 或 其 他 方式 给 出 的 任何 量 4, 论证 44/4dz 等 价 于 36416:+ 
(i/iNMHA — AH). 


下 面 我 们 考虑 包括 了 两 个 量 的 表达 式 ， 这 两 个 量 是 迅 
速 相继 求 值 的 ， 例 如 
F 一 Tt x (7-91) 
这 显然 给 出 
(XIFIS) 一 二 | 人 X*(x; 1 + e)7mx 开 
“(xs t+ 6; ys tIP(Y, 1)dyadx 
/ — |x*Cr, Omeplr, rd, (7-92) 
其 中 :一 4。 从 式 (4-2) 到 式 (4-12) 的 推 痊 过 程 中 可 见 ， 
| Kes st es ys fCy)ay 
一 Jj(x) 十 全 Hf (x%),， (7-93) 
因此 , 式 《7-92) 中 的 第 一 个 积分 是 


i XY*( xl 十 s)mzxl 1 十 可 ) xz)dz。(7-94) 
名 ,J—% 下 


站 
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用 式 (7-76) 表示 六 ,再 利用 互 的 厄 未 性 质 , 我 们 发 现 , 这 个 


可 分 是 。 了 
1 | X*(x, 1) (1 — mx 


6 
(1 十 站 9a) xp(x, tdxr 


王 - | Xx, £1) mxip(x, i)dxrx 
名 oo 


十 | X*(x, tm(xH — Hx) 
» rp(x, t)dxr, (7-95) 
于 是 ,最 后 有 
(zjm RT -广大 zh js) 


5 


一 二 | X*(x, 1m(xH — Hxr)xp(x, 1)axr 


= | XCx, prblxs ax, (7-96) 


最 后 一 步 由 式 (7-78) 得 出 。 这 是 下 述 一 般 规则 的 一 个 例子 : 
在 写 对 应 于 相继 时 间 一 系列 量 的 跃迁 元 的 积分 定义 时 ， 应 当 
按照 原 跃 迁 元 的 时 间 顺 序 从 右 到 左 逐 次 写 下 相应 的 算 符 。， 如 
果 在 它们 之 闻 时 间 间 隔 Ai 是 有 限 的 , 则 必须 播 人 一 个 玉 { 或 
者 换 成 算 符 exp1( 一 i/#)SAt]}. (例如 , 参看 问题 7-16. ) 当 
两 个 相继 量 之 间 的 时 间 间 隔 s 趋 于 零 时 ， 则 相应 的 KK 的 极限 
为 一 个 5 项 数 , 从 而 得 出 这 规则 . 

问题 7-14 -证 明 : (m/e xhr 一 2) 帮 zk+) 的 跃迁 几率 幅 等 价 
于 (1 *z) 的 跃迁 几率 幅 ， 

问题 7-15 ”证 明 : 对 于 两 个 相继 动量 ,上 述 规则 适用 ,就 是 说 ， 


(x 


jn 二 A -| ¢) 


加 Ta 
二 nm 


i ff Xe Cy i Npph x, drdy 


= -x XCy, 1) Hr xs ?drdy。 (7-97) 


问题 了 -16 如 果 ie= ts lk=—= 9 则 对 于 hia 证 明 : 
6 4) 


一 | xsr， txK(Cx, £3y, 5) 二 
i 


Xe 


(XR O— XR) 
8 


. 六 py, sadydzr. 《7-98 ) 
若 iis 结果 如 何 ? 
注意 , 动量 的 平方 请 相应 于 pp, 或 两 个 相继 速度 名著 以 
质量 再 乘 在 一 起 ( 像 在 问题 7-15 中 那样 )。 它 不 相应 于 一 个 
时 刻 速 度 的 简单 平方 《Xi 一 2472/8 | 由 >; 因为 当 gs -0 
时 ,后 者 像 m#/ie 一 样 趋 于 无 穷 大 ， 如 在 节 7-3 特别 是 在 式 
《7-49) 中 所 示 。 在 极限 情况 下 ，mi/is 这 个 表达 式 与 式 人 7、 
49) 左边 之 闻 的 差 实际 上 是 二， 即 


€: | | 4 一 2 (XI114》 
B 1E 
十 (x Im py 2 一 2 (7-99) 
所 [a 
问题 7-17 应 用 式 (7-40) 以 及 f= (m/8)(Cz4r: 一 *%) 证明 上 式 。 


7-6 矢量 势 的 微 扰 级 数 


式 (7-49) 表明 了 速度 平方 跃迁 元 的 奇异 性 质 ， 它 说 明 ， 
在 许多 包含 速度 的 表达 式 变换 时 ,必须 小 心 。 例 如 ,一 个 在 电 
磁场 中 运动 的 粒子 ,其 拉 氏 量 是 
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Ln li, i AGr D. 《7-100) 
让 我 们 取 V 一 0， 并 把 矢量 势 A 看 作为 微 扰 , 求 其 效应 。 即 
由 3 一 Gm/2)) lel?as 和 一 (一 /| it.AC .Di 出 


发 ,我 们 建立 用 于 微 扰 处 理 的 级 数 ， 并 由 此 求 得 跃迁 元 。 这 
样 ， 


(oe 
— 5 (os 十 ….。 (7-101) 


一 阶 项 是 一 te/#c 乘 下 面 的 表达 式 : 
(| i. ACr, dr >. (7-102) 
我 们 希望 把 它 变换 为 算 符 记号 。 为 了 对 一 不 连续 路 径 《〈 一 系 
列 长 为 6 的 时 间 段 ) 定 义 o, 我 们 可 以 首先 希望 ， 或 者 是 写 下 
5 一 一 二 > (Yin 一 pr。ACr :st), (7-103) 
或 者 是 写 下 | 
a 一 一 二 2 (ri rr) * Alrir, tin). (7-104) 


无 论 哪 一 个 ， 在 路径 为 连续 的 极限 都 给 出 o 的 积分 。 但 是 如 
果 观 察 A 的 特定 分 量 ( 比 如 4,) ,我们 发 现 ， 4x(EX+19 J 与 
A.(ri, Lk) 的 差 近 似 为 

4 


(rt ra) * VA.+ Ee Br (7-105) 
再 乘 以 fxr 一 了 后 ， 可 以 预料 对 每 个 &， 上 式 都 是 8 量 级 
《 当 对 有 & 求 和 时 ， 便 导出 仅 s 最 级 的 项 )。 但 是 我 们 的 路 径 不 
是 连续 的 ，xk+: 一 xx 均 方 的 跃迁 元 是 6 量 级 。 事 实 上 (参看 


e。 2D2。 


问题 9-6) ,近似 到 s 阶 ; 有 
Gan 一 zx) 之 一 些 ， 
(xi+l 一 2 一) > 0, 
he 
等 等 。 所 以 式 103) 与 式 0 之 送 近 似 为 
3 ey AC) 一 三 | Vv. Ad:, (7-106) 


它 是 一 个 要 阶 项 因此 追 切 要 决定 哪个 形式 是 正确 的 。 

第 二 章 已 给 出 这 类 问题 的 普遍 解答 。 所 给 出 的 规则 是 用 
之 Sci(Cxzk+l， 1 Xk 14) 代替 5， 其 中 Sa 是 从 一 点 跑 到 邻 后 
的 经 典 作 用 量 ,， 没 有 必要 精确 计算 这 个 作用 量 ， 和 而 只 要 足 驶 
严密 地 解决 歧义 性 问题 。 为 此 ， 没 有 足够 准确 地 计算 式 (7- 
103) 和 和 (7-104), 但 短 时 间 间 隔 的 经 典 作用 量 与 


_ 2 
Salk + 1, 条 一 至 区 二 一 ca 


(Vt 一 7 全 一 


十 六 [ACririsiet) 十 Alri, tk)] 


+ rari — 4) (7-107) 
非常 相近 。 所 以 o 的 正确 表达 式 是 式 (7-103) 和 式 (7-104) 
的 平均 ,于 是 式 (7-99) 的 路 迁 元 是 


(5 (CFA+i — YA): 六 [A(rin, ter) : 
大 


+ ACr,, 11)] >. (7-108) 


把 对 的 求 和 留待 以 后 计算 (作为 对 时 间 的 积分 )， 这 个 结果 
表示 为 算 符 《1/2m)(p :人 十 人 A.:p)( 见 问题 7=12). 
即 在 电磁 势 中 , 微 扰 展开 式 里 的 一 阶 项 与 式 (6-11) 中 的 
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一 阶 项 形式 相同 ， 只 是 用 算 符 [一 e/(2cm)](p: A+A.p) 
代替 了 量 TV. 
此 结论 对 二 阶 项 不 适用 。 二 阶 项 要 求 我 们 求 出 


2 二 Ace 0a] ) 
-1 (2) 壮志 (| [rr — ra] 
-二 [ACGrtes tn) + Alra 20)1} 
{een — rl i [ACen st) 
+ Alr., 中》 (7-109) 


对 于 & 关 /! 的 项 不 出 现任 何 特殊 问题 。 事实 上 ， 通 过 与 式 
(6-13) 比较 以 及 用 算 符 [一 1/(2cm)](Pp.A+A.p) 代 
替 了 ， 我 们 精确 地 得 到 所 期 望 的 二 阶 项 。 但 是 当 不 一 ! 时 ， 
两 个 速度 的 重合 给 出 了 一 个 新 项 。 考虑 到 问题 7-6 和 式 (7- 
49)， 我 们 得 到 一 个 额外 的 量 : 


4 


2 (人 之 志 [Arer t+ 


2c? m2 


+ A(ri, 11)] } >). (7-110) 


它 等 价 于 [ie?/(2me)] | [ACr, 让 Alr, 14d:, 并 与 势 


[e"/(2me”)]A. A 的 一 阶 作 用 量 有 同样 效应 . 

这 样 ,矢量 势 作 用 量 的 微 扰 展开 式 与 式 (6-17) 的 形式 一 
样 。 用 算 符 [一 e/(2mc)](p:A+A.:p) 十 [e’/(2me’)] 
“A.A 代替 势 V。 近似 到 4 的 二 阶 ,已 经 证 明了 上 述 结论 ， 
稍 加 分 析 就 会 证 明 , 到 4 的 任何 阶 , 它 都 是 对 的 . 
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一 个 在 矢量 势 A 中 运动 粒子 的 哈密 顿 量 是 
已 一 (Pp 一 £A): (p— £A). (7-111) 


它 与 自由 粒子 的 吾 [ 它 是 (1/2m)p- p] 的 差 恰 是 算 符 [一 e/ 
(2mc)](p: 人 A++A.p)+[e/(2mc’)]A. A， 这 是 达到 我 
们 刚刚 所 得 结果 更 为 容易 的 方法 ， 


7-7 哈密 顿 量 


”应 用 至 此 所 推导 出 来 的 内 容 , 很 容易 写 出 哈密 顿 量 的 路 
迁 几 率 幅 。 取 动 量 平方 的 跃迁 几率 幅 除 以 2mw， 再 加 上 势 的 
跃迁 几率 幅 。 在 这 种 方式 中 ，W 时 刻 的 哈密 顿 量 本 身 可 以 号 
为 


H, = (tt) 十 V(r), (7-112) 
A 2 8 E * 


而 用 算 符 形式 ,我 们 有 哈密 顿 量 的 跃迁 元 
lH = | x* [E+ Ve) | bax 


2 

一 | X*Hobax. (7-113) 

尽管 这 个 确定 哈密 顿 量 跃 迁 几 率 幅 的 方法 给 出 完全 正确 

的 结果 ,但 它 还 是 有 点 人 为 的 性 质 , 因 为 它 没有 表示 出 哈密 顿 

量 和 时 间 之 间 的 重要 关系 。 所 以 下 面 我 们 将 邯 虚 这 个 跃迁 元 

的 另 一 个 定义 , 它 是 基于 研究 移动 时 间 时 状态 所 发 生 的 变化 。 

只 需 给 出 5 的 形式 (无 论 多 么 复杂 )， 这 个 方法 也 将 使 我 们 能 
够 定义 Hi. 

为 了 完成 这 个 研究 ,把 上 时间 轴 分 成 许多 无 限 小 的 段 ,就 像 
定义 路 径 积 分 时 做 过 的 那样 。 但 现在 必须 指出 ， 没 有 必要 把 
时 间 分 成 相等 的 间隔 。 显然 , 把 时 间 分 成 相等 间隔 的 任何 分 
法 都 是 不 必要 的 。 而 分 成 瞬 刻 i 的 任何 做 法 都 是 令 人 满意 
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的 ; 取 极 限 过 程 是 让 最 大 的 间隔 4 一 占 趋 近 于 零 来 表征 的 . 
为 简单 起 见 , 设 系 统 由 在 一 维 中 运动 的 一 个 粒子 组 成 .其 
作用 量 表 示 为 和 : 


9 一 人 >， S[xi+i ti Tis £1]， (7-114) 


其 中 
Sx iit 5 8] = | LEzCA), #2)]dt. (7-115) 


这 个 未 达 云 中 的 积分 洛 志 时刻 的 妆 所 和 4 了 时刻 的 ms 点 
之 闻 的 经 典 路 径 进 行 。 对 于 一 维 例 子 ,可 以 写 ( 足 够 准确 ) 为 


P| 
Ld dE Wl 

S[xirs lit xis ti] = | 于 ( + 二 入) 
2 Niin— i 


一 FFCxi+l) [Gm 一 1;). (7-116) 


与 1; 时 刻 遍及 dxi 的 积分 有 关 的 归 一 化 常数 和 前 面 已 经 用 过 
的 一 样 : 即 : : 
A | , (7-117) 


现在 可 以 研究 时 间 移 动 中 引起 的 状态 变化 与 互 的 关系 。 
考虑 一 个 由 时 空 区 域 R 限 定 的 状态 wGD2。 现 在 设想 , 在 同一 
时 刻 z 我 们 涛 虑 由 另 一 个 区 域 Rs 限定 的 另 一 个 状态 $s. 
假定 区 域 Re 与 完全 相同 , 只 不 过 它 早 一 段 时 间 5, 即 整 体 
地 向 过 去 移动 了 时 间 5。 制备 Rs 中 的 系统 所 需要 的 全 部 仪 
器 与 RR 的 一 样 ,只 是 早 一 段 时 间 6 起 作用 。 若 工 电 含 时 间 , 则 
它 也 要 移动 ; 即 状 态 4 由 推导 由 时 所 用 的 得 到 ， 只 不 过 书 
写 L。 用 的 时 间 变 量 是 :十 5， : 

现在 要 闻 : 状态 $s 与 9 有 什么 不 同 ? 在 任何 测量 中 ,在 
某 个 固定 区 域 R' 里 发 现 系 统 的 机 会 不 同 ,这 取决 于 原来 的 区 
域 是 尽 还 是 Re。 著 虑 由 时 间 移 动 6 在 跃迁 几率 幅 《XI wy 
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中 产生 的 变化 。 我们 可 以 把 这 个 移动 认为 是 : 当 i 万 上 时 ， 
把 所 有 请 的 值 减少 一 个 量 5, 而 当 对 > 8 时 ,让 所 有 六 不 变 . 

如 村 读者 预见 到 这 一 点 ,他 可 能 认为 我 们 要 磁 到 麻烦 .很 
清楚 ,我 们 最 终 要 做 的 是 在 所 有 无 限 小 时 间 间 隔 减 小 到 零 时 ， 
取 积 分 的 极限 。 然 而 ,采用 上 前 的 做 法 ,至 少 有 某 一 个 时 间 间 
隔 crt 一 有 下 限 , 因 此 , 它 不 可 能 无 限 减少 .可 以 假设 时 
间 移 动 6 本 身 是 时 间 的 函数 来 解决 这 个 问题 .我 们 可 以 想像 ， 
在 :一 从 以 前 , 它 平 滑 地 开启 ;在 上 一 站 以 后 , 它 平 滑 地 关 
闭 ，。 然后 使 8 的 了 时 间 变 化 固定 ,我 们 可 以 让 全 部 时 间 间 隔 继 
续 平 消 地 降 到 堆 , 包括 tri 一。 其 后 可 以 令 6 的 大 小 趋 于 
零 来 研究 这 个 时 间 移 动 的 一 阶 效应 。 由 这 个 更 严格 过 程 所 获 
得 的 结果 基本 上 与 本 例 中 所 使 用 程序 得 到 的 一 样 。 

现在 回 过 头 来 研究 这 个 时 间 移 动 的 效应 。 我 们 看 到 ， 式 
(7-115) 定义 的 作用 量 Sfxitis wir; xis ti] 不 会 变化 ， 只 要 
ti+t! 和 1; 都 改变 同一 个 量 。 另 一 方面 ， STxk+is L413 YRS 时] 变 
为 SLxk+io tk+13 XA tk 一 仿 ]。 进而 ， 与 遍及 dxk 积分 相 联 系 
的 常数 4 也 改变 成 


A = 一 | 
我 们 用 式 (7-2) 定 义 跃迁 几率 幅 。 记 住 ,路 径 积 分 与 作用 


量 S 和 归 一 化 常数 4 (它们 都 由 于 了 时间 移 动 而 改变 ) 都 有 关 ; 
近似 到 8 的 一 阶 ,我 们 可 以 把 九 迁 几 率 幅 的 变化 写 为 


CH4》 一 《ZL4o) ~ (x| 2 sizete 4 
| 大 


2 天 tk+ 一 帮 十 2 


及 了 


(7-118) 


25(2H 一 LK) 
其 中 第 二 项 来 自 4 的 变化 。 我 们 希望 把 与 量子 力学 中 蛤 密 顿 
量 杭 应 的 泛 函 定义 为 


之， (7-119) 
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H, 一 OSLxar, At Xk th] | (7-120) 


Oi, 2i(t441 — t4) 
式 《7-120) 右边 第 一 项 是 经 典 哈密 上 顿 量 的 定义 。 在 量子 力学 
定义 中 ,为 了 使 Hi 在 时 间 间 隔 A++ 一 趋 于 零 时 保持 有 限 ， 
上 式 中 的 第 二 项 是 必要 的 。 这 后 一 项 是 由 于 时 间 移 动 5 所 引 
起 归 一 化 常数 4 变化 的 结果 . 
把 这 个 结果 用 于 式 (7-116) 所 表示 的 特殊 一 维 例 子 。 可 
以 把 算 符 Hi 写 为 


3 
H, = 一 到 (2 & 一 一 一 一 记 十 V (xrri) 
2 fk+l 一 拓 250 41 一 £1) 
二 一 于 (2 一 全 放下 一 2 一 2 Vxi). (7-121) 
tit+l — tk fk 一 一 fk 1 


上 式 中 的 第 二 步 是 根据 式 (7-54) 中 获得 的 结果 .。 把 速度 的 
平方 写成 两 个 相继 速度 的 乘积 ， 我 们 就 能 去 掉 明 显 的 附加 项 
声 /2 宁 人 + 一 147)。 

对 所 有 1 二 入 的 值 使 用 关系 式 如 一 上 一 5， 有 


bn 一 (ze) 十 5 2 一 to + 3, (7-122) 


它 把 两 个 区 域 R 和 Rs 中 定义 的 水 数 上 联系 起 来 了 、 这 样 ， 
综合 式 (7-119)、《7-120) 和 (7-122) 所 获得 的 结果 式 《7-123) 
可 以 使 算 符 与 薛 定 刘 方程 以 及 路 径 积 分 的 关系 形成 一 个 完整 
的 循环 ， 


8 i _ 


它 使 我 们 又 一 次 回 到 薛 定 吉 方程 


和 2 ~ Hy. (7-124) 
1 0! 
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对 于 无 论 多 人 么 复杂 的 作用 量 ， 只 要 找 出 当 上 之 前 所 有 时 
闻 移 动 一 5 时 跃迁 元 《X111w》 中 的 一 阶 改 变 ， 并 把 它 写 为 
5《XIHCG)14》, 我 们 就 能 找 出 哈密 顿 量 的 表达 式 ( 即 相应 于 能 
量 的 泛 了 项 )， 
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第 八 章 谐 振子 


谐振 子 问题 也 许 是 量子 力学 中 最 简单 的 问题 。 我们 已 经 
完全 解决 了 这 个 问题 ， 现 仅 摘录 其 结果 ”"， 谐 振子 运动 的 传 
播 于 是 

Ko 


。 exp 1 1700 [Crxz 十 xi)cosoT 一 2xoxp] (8-1) 
2 记 sin oT 


如 果 我 们 要 充分 利用 它 ， 那 么 我 们 应 该 邯 坷 涉及 谐振 子 的 种 
种 问题 ,或 者 是 精确 地 ,或 者 是 近似 地 . 本章 的 目的 是 描述 几 
个 这 样 的 间 题 ,有 的 只 涉及 单个 谐振 子 ,有 的 则 涉及 相互 作用 
的 多 个 谐振 子 的 系统 。 我 们 本 可 以 将 这 个 工作 推 向 极端 ， 以 
便 包 括 种 种 (如 金属 板 \, 杆 等 ) 经 典 振动 问题 ,但 这 些 系统 太 大 
了 ， 致 使 分 析 其 量子 力学 修正 是 浪费 时 间 。 所 以 最 好 还 是 来 
看 原子 矿 度 的 系统 .例如 ,我 们 可 以 分 析 CO 分 子 的 振动 。 这 
当中 ,我 们 发 现 , 碳 原子 和 和 饼 原 子 之 间 的 势能 不 是 精确 好 二 次 
级 数 .然而 ,对 于 低能 状态 , 这 个 势 近似 是 二 次 函数 , 对 于 许 
多 应 用 来 说 , 纯 谐 振子 处 理 都 是 一 个 好 近似 ， 

在 更 为 复杂 得 多 的 多 原子 分 子 中 , 当 激 发 能 不 太 高 时 , 原 
子 的 移动 比 它 们 的 间隔 小 很 多 。 在 此 情况 下 ， 势 能 仍然 是 十 
分 接近 于 坐标 的 二 次 肖 数 .人 队 而 系统 近似 等 价 于 一 组 看 合 谐 
振子 。 从 其 种 观点 来 看 ， 一 个 固态 晶体 是 大 尺度 的 多 原子 分 


1) 参 君 问题 3-8. 
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子 。 因 此 , 它 是 相互 作用 谐振 子 的 巨大 的 列 阵 . 

作为 另 一 个 例子 ,我 们 可 以 萎 虑 一 个 空 腔 中 的 电磁 场 . 按 
经 典 理 论 , 会 有 几 种 驻 波 花 样 ( 即 模式 ), 其 中 场 可 以 按 一 定 频 
率 简 谐 地 振动 。 按 量子 力学 ,每 一 个 模式 构成 一 个 量子 振子 . 


8-1 简单 谐振 子 


薛 定 衣 方程 的 解 这 一 节 中 ， 我 们 将 前述 几 个 描述 简 
单一 维 谐振 子 的 关系 式 .我 们 将 从 薛 定 谓 方 程 这 种 术语 开始 . 
问题 2-2 给 出 了 描述 一 维 谐振 子 的 拉 氏 量 : 


了 一 可 (2 一 wr’), (8~2) 
在 目前 的 处 理 过 程 中 ,我 们 要 用 到 的 相应 的 哈密 顿 量 是 
Ho + (8-3) 
2m 2 
于 是 波动 方程 为 
F009 py (t+ pe - 
i Oz Hy (二 + ) 人 (8-4) 


由 为 此 哈密 上 量 与 时 间 无 交 ,所 以 容易 分 高 流动 方程 ,并 
旦 得 到 具有 确定 能 量 E, 的 定 态 波 沙 数 。 与 时 间 有 关 部 分 正 一 
比 于 expGE,1/#), 

记得 ,动量 算 符 ”相应 于 对 * 微 商 (参看 节 7-5), 可 以 把 
空间 部 分 波 函 数 的 薛 定 谓 方 程 写 为 
Op mw rx’ 
Ho oe Tz 

此 方程 容易 求解 。 在 许多 县 子 力学 书 中 都 给 出 了 其 结 
果 5。 能量 本 征 值 是 


ps — Ep (8-5) 


1) L. I. Schiff, Quantam Mechanics, 2d ed,, McGraw-HillBook Compa* 
nys New York, 1955, . 
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E, 一 fw € 十 = )， (8-6、 


其 中 2 是 整数 0, 1, 2,……. 本 征 辫 数 pn 为 


cp( 一 2 *)， (8-7) 


其 中 国 数 妃 。 是 厄 米 多 项 式 : 
Ho(y) 一 1， 
Hi(y) 一 27， 
P:(y) 一 4 六 一 2， 


HCy) = (—1)"e” A ee- (8-8) 
dy” 
这 些 厄 米 多 项 式 最 好 由 其 母 函数 定义 
CC 一 1+217 一 - > H, 0 二. (8-— -9) 


我 们 可 以 用 男 一 种 方式 得 到 这 些 结 采 . 这 些 函数 y。 原 
来 是 从 解 微 分 方程 ( 即 在 时 间 无 关 情况 下 ) 得 到 的 .然而 ,我 们 
已 经 有 了 时 间 有 关 情 况 下 的 解 。 从 这 个 解 我 们 应 能 直接 推导 
出 这 些 函数 。 完 成 这 个 推导 是 有 教 益 的 ， 以 便 作为 例证 说 明 
前 几 章 中 已 经 推导 出 的 某 些 公 却 . 

由 传播 子 求解 ”我 们 已 经 在 问题 3-8 中 算出 描述 振子 
运动 的 传播 子 。 另 一 方面 ,由 式 (4-59) 知 道 ,这 个 传播 子 可 以 
展开 为 时 间 的 指数 函数 乘 以 能 量 本 征 函数 的 积 ,时 


( mw ) ( imo ) 

一 一 一 一 一 一 一 exp | -一 一 一 一 一 

2718 sin wT 2 sin wT 
，[(x? 十 妇 ) coswT 一 2xix3] 
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— De Te pes),). (8-10) 


使 用 关系 


1 Sin wT == evT(1 — e iT), 


cosc0 了 7 一 py eT(l 十 eT), (8-11) 


我 们 可 以 把 式 (8-10) 左边 写 为 


2 i 1 
(2e) 2 到 (1 一 ce-2io7) 


mp 
112 CO 1 十 eioT 
ep 二 


4xix2c 一 ooT 

” _ | (8 12) 
若 我 们 把 式 (8-12) 展 开 为 exp (一 iwT)》 的 容 级 数 , 则 可 以 得 
到 式 《8-10) 右边 形式 的 级 数 。 因为 第 一 个 因子 是 exp (一 
iwT/2)， 所 以 很 清楚 ,展开 式 中 的 所 有 项 都 具有 exp( 一 ;oo7/ 


2 )exp (—inwoT ) 的 形式 ， 其 中 n=0,1,2,....*，。 . 这 意味 
着 ,能 级 由 下 式 给 出 : 
E, = h(n 十 二 (8-13) 


为 了 找到 波 函 数 ， 我 们 必须 彻底 完成 这 个 展开 式 。 我 们 
将 只 写 到 ”一 2 作为 例子 来 说 明 这 个 方法 ， 展开 式 (8-10) 左 
边 到 这 一 阶 , 有 
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一 和 (本 十 二 (em 十 
十 ne + | (8-14) 


或 / 
(22) exp | 一 2 (zi x) wT | 
太 2 站 2 


(+ 二 cj + 2me se 


2 2 
十 tm 0 rixie ug 
28? 


一 和 (x? 十 xD)e TT.. |. (8-15) 
由 此 ,我 们 可 以 挑 出 最 低 项 的 系数 ; 
mco NA mw / ; yi 
) ee- 加 GT 站- 
一 exp( 一 二 Be7 ) Pox2) por). (8-16) 
这 意味 着 6 一 #0/2, 以 及 
me 1 2 2 _ 
Pol%) 一 (3 ezp( 一 于 wx 小 (8-17) 
我 们 已 经 选择 bh 是 实 的 量 ， 我 们 可 以 让 它 包含 因子 exp(i3) 
而 使 它 成 为 复 的 ,其 中 8 是 一 个 ( 实 ) 常 数 ; 然 而 对 于 任何 物理 


结果 ,这 没有 差别 . 
展开 式 中 的 二 阶 项 是 
exp (地 wT 一 io7 ) 2 


Mw 7 ， 1 | 27260 
* 一 一 一 《Xi 十 Xi 
exp| 7 大 《zx; 司 | Ti 


一 exp( 一 三 BT) p(x) pr lr). 《8-18 ) 
这 意味 着 E, 一 (3/2)hwo， 以 及 
pi(x) 一 2 rholx). (8-19) 


再 下 一 项 相应 于 E; = (5/2) i. 这 项 中 与 x! 和 x 有 关 
的 部 分 是 


2 . 
(加 ) sp 全 22 Ca 二 二] 
2720o0” 2 2 mw ， 2 2 
| (x) |. (8-20) 


它 必然 与 p(x+)$2(x1) 一 样 。 因为 方 括号 中 的 表示 式 可 重 
号 为 


1 /2mew 2; _ 2mw x -一 — 
2 1) 32) 
所 以 我 们 找到 
1 /2mw 2 
bx) 一 方 ( 0 1) pals). (8-22) 
这 些 结 果 可 以 与 由 式 (8-7) 和 (8-8) 给 出 的 波动 方程 的 解 相 


比较 . 

用 这 种 方式 可 以 得 到 所 有 波 函 数 。 然而 , 直接 从 这 个 展 
开 式 得 到 %。 的 普遍 形式 都 是 一 个 困难 的 代数 问题 。 在 下 面 
问题 中 ,我们 说 明 一 个 不 那么 直接 的 方法 . 


问题 8-1 注意， 从 任意 态 信 *) 到 另 一 态 s(*) 的 几率 幅 是 式 (7- 
1) 中 定义 的 跃迁 几率 幅 《e111f>. 
假设 用 正 交 函数 系 px(x*) 展开 术 x) 和 a(x*)， 其 中 p(x*) 是 波 
动 方 程 的 解 , 它 与 传播 子 K(2, 1》 的 关系 在 节 4-2 中 讨论 过 了 .于 是 
f(x) 一 Ziapax), ge(*) 一 Zenpal*). (8-23) 
使 用 系数 如 和 8» 以 及 式 (4-59) 证 明 * 跃 迁 几 率 幅 可 以 写 为 
"215。 


es(Cxa)KRCzT3irs0)HCc drdr, 
一 Epg*/ cxXP (一 ET ). (8-24) 


其 次 ， 假 设 我 们 选择 特殊 的 一 对 函数 了 和 g, 使 得 式 (8-24) 右边 
的 展开 式 是 简单 的 ， 则 得 到 系数 户 以 后 ,我 们 可 以 从 展开 式 (8-23) 得 
到 关于 波 函 数 ps 的 某 些 信息 。 设 我 们 选择 下 述 形式 的 范 数 1 和 8: 


Ax) 一 (ee) exp | — 和 (x 一 a)’ ]， (8-25) 


sz) = (Pe) erp|— P|. C3-26) 


这 些 函 数 呈现 高 斯 型 分 布 ， 分 别 以 a 和 4 为 中 心 。 令 f= ja) gr 一 
fjr(6)， 确定 跃迁 几率 幅 《fl11e>， 式 中 f 和 8 分 别 由 式 (8-25) 和 式 
(8-26) 给 出 ,而 传播 子 是 式 (8-1) 给 出 的 谐振 于 传播 子 。 完 成 式 (8-24) 
中 的 积分 ,给 出 


czp| 一生 一 (ez 十 2 一 2abe 107) | 
= 之 ， f(a)exp( 一 志 BaT ). (8-27) 


由 这 个 结果 证 明 :;:”E, = ow[w 十 《1/2)j; 以 及 
OO (党 六 和 (ea 
在 式 (8-24) 中 应 用 这 个 结果 ， 用 式 (8-7) 中 给 出 的 形式 写 出 ge， 
把 五 *(z*) 看 成 未 知 函 数 。 由 此 推导 这 些 函数 下 (xz) 的 母 函 数 即 式 
(8-9). 


8-2 多 原子 分 子 


在 前 一 节 ,我 们 推导 了 描述 简单 谐振 子 的 波 函数 和 能 级 . 
本 节 通 过 研究 多 原子 分 子 ， 我 们 开始 研究 相互 作用 的 振子 系 
统 。 作 为 分 析 的 开端 ， 我 们 指定 描述 分 子 中 每 一 个 原子 位 置 
的 坐标 。 任 何 特定 原子 4 的 位 置 由 三 个 笛 卡 尔 坐 标 xz yo、aa 


* 216% 


给 出 ， 其 原点 位 于 该 原子 的 平衡 位 置 。 若 这 个 原子 的 质量 是 
m,， 则 整个 分 子 的 动能 为 
3 mm ( 姑 十 丰 十 部 )， (8-29) 


本 - 


此 处 求 和 对 分 子 中 所 有 原子 进行 . 

对 于 这 种 一 般 性 讨论 ， 比 较 方便 的 是 避 开 这 种 摘 述 中 的 
矢量 关系 ,办 法 是 作 下 面 的 修改 . 设 这 分 子 中 有 NN 个 原子 .用 
下 述 方式 定义 ”一 3N 个 第 卡 尔 坐 标 


GMMmts 和 一 Wo， gg Vm ges 


14 一 Wosxps gs 一 Mm ys “ 。 《8-30 ) 
用 这 些 新 坐标 ,动能 的 形式 为 
K.E. 一 3 >. (8-31) 


了 一 1 


势能 是 全 部 位 移 9j 的 函数 V(41, 49;，:**)。 可 以 在 平 
衡 位 置 9 一 0 附近 把 V 展 开 成 泰勒 级 数 , 即 
V (gq, 4d33"""*， 4») = VC0, 0， ”” “0) 


十 >)9i7i(0,0， .0) 
7 了 一 1 


十 六 SY 5 4qiqgkiyAk(0 0 0) 十 …， (8-32) 


一 1 k=1 


其 中 
Vj; = 2 Vi = ET 。 

D9;04， 
第 一 项 是 平衡 位 置 处 的 势能 。 它 是 与 4 无 关 的 常数 。 我们 指 
定 这 个 常数 势能 值 为 零 ， 并 以 与 此 指定 相 一致 的 方式 来 量度 
所 有 其 他 势能 ， 因 此 , 第 一 项 可 以 从 展开 式 中 去 掉 。 下 一 项 
中 出 现 因 子 Vi(0, 0,.. “0,), 这 是 与 坐标 qi 相 联 系 并 在 平 
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: 《8-33) 


衡 位 置 求 值 的 势 梯度 ( 即 力 )。 因此， 这 个 因子 是 零 ， 并 且 这 
项 可 以 从 级 数 中 去 掉 。 换 句 话 说， 因为 平衡 相应 于 势能 取 极 
小 值 , 所 以 对 于 平衡 位 置 附近 的 位 移 ;势能 的 一 阶 改变 必然 为 
零 . 

出 现在 下 一 项 中 的 因子 Yix(0, 0,….) 由 一 系列 常数 
组 成 ,这些 常数 的 值 取决 于 分 子 结构 .把 这 些 常 数 叫 做 vi. 
现在 假设 略 去 所 有 更 高 阶 项 。 即 我 们 取 近 做， 使 势能 只 包含 
坐标 的 二 次 项 。 即 使 势 不 是 坐标 的 纯 二 次 函数 ， 我 们 的 近似 
在 位 移 很 小 时 也 是 能 成 立 的 。 正 是 用 了 这 个 近似 , 我 们 才 把 
分 子 表示 成 谐振 子 系统 . 

综合 式 (8-31) 和 (8-32)， 我 们 可 以 把 拉 氏 量 写 为 


L -7 DF DD gqevin. (8-34) 
i=1 R=1 了 一 
接着 ,把 这 个 拉 氏 量 引进 定义 一 个 传播 子 的 路 径 积分 中 ,这 个 
传播 子 描述 了 分 子 中 原子 的 运动 ， 


5 人 -局 [ 袜 wos 


一 > > Vik | qi(t)9r C2) dz | 


了 一 1 太一 1 
25900540 DI). (8-35) 
这 些 路 径 积 分 全 部 是 高 斯 型 的 ,因此 ,可 用 节 3-5 讨论 的 方法 
来 计算 。 为 了 实现 那 种 计算 ， 我 们 必须 找到 那些 路 径 gj;(2)， 
它 匀 给 作用 量 积 分 以 稳定 值 。， 相对 每 一 个 4; 的 变 分 给 出 这 
些 路 径 , 它 们 是 方程 


di = — DF) virqnk (8-36) 
大 一 


的 解 。 上 面 这 个 方程 表示 ; 在 某 特定 方向 上 施 于 任何 单个 原 
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子 的 也 是 所 有 原子 的 位 移 的 某 个 线性 组 合 . 

这 种 相互 作用 振子 系统 已 经 从 经 典 角度 相当 详尽 地 分 析 
过 了 . 因为 在 许多 量子 力学 问题 中 ， 我 们 把 获得 经 典 作 用 量 
作为 解 传 播 子 的 第 一 步 ， 所 以 所 有 这 些 经 典 工 作对 我 们 都 有 
很 大 价值 ， 经 典 分 析 的 一 个 重要 结 轨 如下。 有 一 些 特殊 的 使 
分 子 变形 的 方式 ,以 致 随 着 时 间 流 逝 , 分 子 作 简单 的 周期 性 正 
弦 运 动 。 形变 的 花样 保持 相同 ， 只 是 形变 的 大 小 随时 间 正 弦 
型 变化 。 不 同 的 形变 花样 ,或 如 我 们 所 说 ,不 同 的 模 , 一 般 相 
应 于 不 同 的 频率 。 可 能 有 有 具有 零 频率 的 模 ， 茶 一 群 模 可 能 都 
有 相同 的 频率 。 重 要 的 事实 是 : 分 子 的 任何 小 位 移 运 动 可 以 
由 这 些 模 的 线性 组 合 构 成 . 

如 果 分 子 中 有 NN 个 原子 , 则 它 有 2 一 3N 个 运动 的 模 . 例 
如 ，CO， 分 子 有 九 个 模 ,如 图 8-1 所 示 , 其 中 用 箭头 标 出 了 每 
个 原子 的 运动 ， 只 有 模 1 到 模 4 是 周期 的 〈 即 有 非 零 频率 )， 
图 中 所 表示 的 是 前 半 岂 期 的 运动 方向 。 后 半 周 期 时 ， 所 有 箭 
头 都 要 反 疝 . 


图 8-1 CO, 分 子 的 标准 模 . 符号 @ 表示 由 低 平 面向 外 运动 ， 
而 名 表示 向 里 运动 . 模 1 到 4 是 周期 运动 ; 模 5 到 7 是 连续 
平 动 ; 模 8 和 9 是 连续 转动 


下 一 步 我 们 将 推导 这 些 模 的 数学 描述 ， 当 然 ， 这 种 推导 
是 经 典 物 理 的 ,而 不 是 量子 力学 的 。 考虑 频率 为 wo 的 特定 模 ， 
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所 有 坐标 4 一 起 以 相同 频率 运动 。 一定 有 一 组 特殊 的 初始 
位 移 a; (对 于 不 同 的 模 , 它 不 同 ) 符合 下 列 条 件 , 如 果 所 有 初 
始 速 度 为 零 , 则 任何 坐标 的 后 继 运 动 可 以 号 为 

9g; 一 dj coswt, (8-37) 
将 其 代入 式 (8-36), 给 出 


cozaj 一 DS) virake (8-38) 
R=1 


后 一 方程 实际 上 是 几 个 未 知 数 a; 的 = 个 方程 ， 因为 它 
是 齐 次 的 ,所 以 仅 当 其 系数 行列 式 等 于 零 时 它 才 有 人 解 ( 非 平凡 
解 )。 于 是 我 们 要 求 


(co 一 Vi) TV "***es. -Vin 


yy (co — vnn) 
这 个 方程 对 oz 有 ”个 解 。 对 于 某 特定 解 0。, 我 们 可 以 得 到 方 
程 组 (8-38) 的 解 , 称 为 se。 人 常数 4;s 相互 间 的 相对 大 小 是 确 
定 了 ， 但 它们 的 绝对 大 小 还 没有 定 。 我 们 将 按 下 列 条 件 选 择 
这 个 大 小 : 


So 一 1 (8-40) 


i=1 
我 们 可 以 对 ”个 模 (a 一 1、2、:.…、n) 全 都 重复 这 个 过 程 ， 
我 们 确定 ”个 o。 值 ， 再 对 应 于 每 个 w。 求 得 = 个 常数 解 
ain(j 一 1、2、'…、2)。 系统 的 任何 可 能 运动 是 这 些 模 的 线 
性 组 合 。 我 们 可 以 把 运动 的 一 般 类 型 写 为 


gi— >， Cuajacos(wat + 66). (8-41) 


二 1 


其 中 振幅 常数 C。 和 位 相 常 数 5。 取决 于 初始 条 件 。 把 上 式 代 
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人 方程 (8-36) 便 很 容易 地 证 实 ,这 个 表达 式 确实 表示 了 系统 
的 运动 . 
在 式 (8-41) 中 ,用 复数 记号 是 方便 的 ,如 


gi 一 >) Coaldiaexp (100t + 16,) 


=1 


= > cudlicexp(icct)， (83-42) 


ml 


这 个 表示 中 只 有 实 部 才 有 物理 意义 ， 复 常 数 c。 取 决 于 初始 
条 件 ， 并 可 用 下 述 方法 确定 。 设 初始 位 置 和 初始 速度 分 别 为 
qi《0) 和 4;(0), 则 有 


qi:(0) 一 Re > Caldja ™ pp (Rec,) dicey 
a=1 


go=1 


d(0) = Re 3 1Coaljatds mm >) [— (mco) waja], (3-43) 


吏 生 1] 


因为 常数 we 全 是 实 的 ,这 对 方程 确定 了 c。 的 实 部 和 虞 部 . 

我 们 可 以 用 简单 方法 解 方程 (8-43)。 即 使 用 由 式 〈8-48) 
表示 的 重要 性 质 。 我 们 先 来 证 明 它 。 对 于 任何 特定 的 c, 常 
数 aie 满足 


cadic 一 >, ViRARae (8-44) 


Kel 


若 在 此 方程 两 边 乘 以 ajs, 并 对 全 部 i 的 值 求 和 , 则 发 现 ， 
ca 3 dioljp 一 >, 2) VikG Roadips (8-45) 


j=l Kol j=i 
为 系数 "六 是 对 称 的 ,所 以 当 6 和 ff 交换 了 时, 式 《8-45) 右 边 
不 变 ， 这 意味 着 
(ww 一 of) 2 dialjg = 0。 (8-46) 
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上- -rw -一 rr 一 


于 是 , 若 频率 co 与 os 不 同 , 则 必然 有 
> aiaajp 一 0。 《8-47) 


若 两 个 频率 相同 , 则 常数 ajs 不 能 确定 。 然 而 ， 这 时 有 任意 选 
择 的 自由 ， 我 们 可 以 这 样 选 择 , 使 当 a 冯 时 , 它们 满足 式 
《8-47)， 于是, 再 加 上 运用 式 (8-40) 中 定义 的 归 一 化 , 最 终 
可 以 写成 


2 tienip 一 6cp， (8-48) 


iml 


其 中 66g 是 克朗 内 克 6 符号 . 

我 们 现在 能 容易 地 从 式 (8-43) 求 出 c。 的 实 部 。 把 式 
(8-43) 中 第 一 式 两 边 同 乘 以 we， 再 对 所 有 < 值 求 和 。 除了 
o 二 6 项 以 外 :右边 其 他 项 都 等 于 零 , 于 是 有 


Rece 一 之 ， ajp9i(0). (8-49) 
同类 似 方式 ,我 们 可 以 求 出 
Imcs 一 一 二 > aisGi;(0). (8-50) 
8 j=1 


因此 ,知道 了 系统 的 简 正 模 和 运动 的 初始 条 件 , 就 可 以 完整 地 
描述 系统 的 任何 运动 . : / 


8-3 简 正 坐 标 


我 们 可 以 用 另 一 种 方式 来 分 析 系统 的 运动 ， 让 我 们 选择 
一 组 新 坐标 9。(2)， 它 们 是 老 坐标 的 特定 线性 组 合 , 即 


QD) -六 oai(D. (8-51) 
换个 方式 , 老 坐 标 也 可 以 用 新 坐标 表示 : 


ee 222 wa 


y CD 一 > os0.(D， (8-52) 


可 2 


使 用 式 (8-48), 可 以 把 系统 的 动能 写 为 
K.E = > > di 一 冯 DD) aiaajpgegn 


一 上 上， 03. (8-53) 
2 A 
势能 是 
V = 一 之 ， ZiK91GA 
2 j=1 k=1 


2 > 之 。 > 之 zikaiaaipge0w。 (8-54) 
一 1 k= 


a=1 B=1 


训 DjKGAP me (OPAjBS (8-55) 


=1 


这 意味 着 , 势能 可 以 写 为 [使 用 式 (8-48)] 


V = py DS) wiQpQs 2) aioajp 
j=] 


aB 


-1 Swi?, (8-56) 
于 是 , 式 (8-34) 中 的 拉 氏 量 可 以 用 新 变量 写 为 
L = S$ (0 — wi01). (8-57) 


这 种 形式 的 拉 氏 量 表 示 了 一 组 不 再 相互 作用 的 谐振 子 . 
即 变量 分 离 了 .。 每 个 振子 的 质量 为 1, 其 独特 的 频率 为 we. 
一 个 特定 振子 的 运动 方程 是 
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Os = 一 220。 (8-58) 
这 意味 着 ,每 个 模 以 其 特有 频率 自由 振动 ,而 与 其 他 任何 模 无 
关上 比较 式 《8-49) 和 (8-50) 与 式 《8-51), 我 们 看 到 、Cs 的 
实 部 和 一 Cpws 的 虚 部 恰好 分 别 是 8 模 的 初始 坐标 6s(0) 和 
初始 速度 0s(0)， 因 此 ， 这 个 复杂 分 子 等 价 于 独立 谐振 子 的 
一 个 简单 组 合 . 
这 组 新 坐标 0。 使 我 们 能 把 系统 描述 为 一 组 独立 振子 ,我 
们 把 这 组 新 坐标 叫做 简 正 坐标 。 利用 式 〈8-57) 给 出 的 拉 开 
量 , 我 们 可 以 把 用 简 正 坐标 描述 系统 运动 的 路 径 积 分 写 为 
K 一 | 二 >) | (O02 一 ow'02) ds | 


=1 


. WOOD OBO,. (8-59) 
这 个 结果 也 可 以 用 显明 的 代 换 9j(D) 一 了 》) eic0。(C) 直 


接 从 式 (8-35) 获得 . 这 个 指数 就 像 经 典 情形 一 样 简化 ， 而 
Bq Bq BO 妇 9。 顶 多 差 一 个 常数 因子 . 
[因为 坐标 变换 是 线性 的 ,所 以 系数 行列 式 是 常数 ， 任 何 这 类 
常数 可 以 包含 在 路 径 积 分 妇 0.()B0;()… 的 归 一 化 因子 
的 定义 之 中 .] 

这 种 形式 的 路 径 积 分 可 以 断 开 成 一 些 路 径 积 分 的 需 积 ， 
即 

K= j=o| 翅 | C6: — 0a | Bo (8-60) 

其 中 每 个 路 径 积分 只 描述 一 个 模 。 而 每 个 模 是 一 个 简单 的 一 
维 振子 ， 我 们 已 经 得 到 了 它 的 解 。 用 这 种 方式 就 可 以 分 析 任 
何 相互 作用 谐振 子 问题 . 

因为 传播 子 的 略 径 积分 可 以 分 开 成 许多 路 径 积分 的 梁 
积 ， 从 而 系统 处 于 特定 能 态 的 波 函数 可 以 写 为 每 个 模 的 波 函 
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数 的 乘积 , 正 像 在 节 3-8 中 讨论 的 那样 ， 
如 节 8-1 中 所 阅 明 的 ， 每 个 分 立 模 的 波 函数 正比 于 exp 
(iEw/ 六 ), 式 中 下。 是 该 模 的 能 量 ， 于 是 这 些 波 函数 的 乘积 正 


比 于 “xp [C15) DE, |. 由 此 得 到 : ”振子 系统 的 总 能 量 


等 于 全 部 分 立 模 的 能 量 的 和 。 。 模 的 能 量 是 io me 十 二)， 
式 中 m。 是 整数 ， 于 是 整个 系统 的 能 量 是 
FE = fw, (m+ 二 ) + hos (m+ 2 ) + “ 


十 hoos( ma 十 二 )， (8-61) 


其 中 mi， rz 全 是 整数 (包括 零 )， 它 们 的 所 有 互 不 相 
关 的 选择 都 是 允许 的 , 因为 振子 1、 振子 2、… 的 激发 程度 可 
能 不 同 . 

如 果 (9) 是 第 ”个 能 级 谐振 子 波 函数 [ 像 式 (8-7) 中 
给 出 的 那样 ] , 则 整个 系统 的 玻 函 数 是 


pm (QO) pm QO2) don(D) 一 [| 09.J)。 (8-62) 


每 个 $m,(0。) 像 式 (8-7) 中 给 出 的 一 样 , 不 过 把 % 换 成 we. 
这 样 , 我 们 用 经 典 物理 决定 了 简 正 模 ; 用 量子 力学 确定 了 简单 
谐振 子 的 能 级 和 波 函 数 ; 两 者 结合 起 来 ,就 给 出 多 原子 分 子 的 
本 征 函 数 和 能 级 的 完整 解 . 

使 用 变换 方程 (8-51)， 可 以 把 波 函 数 用 原 坐 标 9;:(#) 表 
示 出 来 。 例 如 ,系统 的 最 低能 态 的 能 量 为 (CHU2) 之 oo， 其 波 


芍 数 为 
,~ [I ep( 一 多 是 )- op( 王 全 


1 w= 1 ee ) 
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-- 1 条 及 be 
= ep( 一 二 5) 5) 3) “eeti4t), (8-63) 
Co 


2 a=1 j=1 k=1 ot 


即 波 通 数 是 二 次 型 〈 一 1/2) >， 2 Mi49;9* 的 指数 函数 , 式 
中 和 矩阵 元 Mj: 是 


i 二 1 大 二 1 


Mi 一 >, jal ke (8-64) 


问题 8-2 证明: M 和 矩阵 是 v 矩阵 的 逆 平 方 根 。 即 证 明 : 
> 3 M ;MiV im 一 O jm (8-65) 


有 可 能 某 些 频 率 w 是 零 。 例 如 图 8-1 中 所 示 ，CO: 分 子 
的 模 5 到 模 9 全 都 具有 零 频 率 。 它们 相应 于 整个 分 子 的 平 动 
或 转动 ,对 这 种 运动 没有 恢复 力 ， 正 因为 没有 恢复 力 , 一 般 来 
说 ,坐标 8。 很 小 的 假设 就 不 成 立 ， 必 须 更 精确 地 分 析 平 动 和 
转动 动能 。 由 于 这 类 运动 与 我 们 现在 的 讨论 关系 不 大 ， 我 们 
将 假设 这 些 模 和 它们 的 坐标 或 者 不 存在 ,或 者 根本 不 受 激发 ， 
于 是 我 们 只 处 理 w 尖 0 的 那些 模 。 着 对 于 特定 a 值 , 解 o? 
出 现 负 值 (因此 ww 是 虑 的 ), 则 对 于 这 个 重 的 运动 来 说 ,系统 处 
于 不 稳定 平衡 态 , 例 如 铅笔 竖立 在 其 尖端 的 平衡 。 这 时 ,运动 
就 不 是 简 谐 的 , 而 是 指数 发 散 的 , 并 且 坐 标 8。 也 不 会 总 是 很 
小 。 这 样 的 情况 与 我 们 当前 的 讨论 也 是 无 关 的 ， 我 们 也 将 候 
没 没 有 这 种 模 , 


8-4 一 维 品 体 


简单 模型 ”我 们 可 以 把 晶体 想像 为 以 三 维 阵列 延展 开 
来 的 一 个 大 的 多 原子 分 子 。 作 为 开始 ， 我 们 可 以 先 研 究 简 单 
的 ， 由 相同 原子 处 于 相等 闻 隔 所 组 成 的 一 维 线 ， 如 图 8-2 所 
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示 ， 冬 每 个 原子 的 凌 时 是 1, 第 7 个 原子 离开 其 平衡 位 置 的 
位 移 是 y;。 假 设 运动 限制 于 沿 闭 阵列 的 线 ， 即 只 有 纵向 运 
动 。 其 次 ， 假 设 每 个 原子 只 与 相 邻 的 原子 相互 作用 ， 其 势 为 
VC(R)， 它 与 原子 闻 分 开 的 距离 R 有 关 . 即 我 们 假设 这 些 原子 
是 用 一 组 弹 得 连接 在 一 起 的 . 平衡 间距 是 使 势 有 极 小 值 的 距 
离 .我 们 将 指定 这 个 极 小 值 是 零 . 设 AR 是 某 特定 位 移 与 平衡 
位 移 之 僻 的 差 。 我 们 可 以 用 类 似 于 (8-32) 式 的 方式 ,把 势 展 
开 成 AR 的 震级 数 。 我 们 只 注意 那些 位 移 , 它 们 是 如 此 小 ,以 
致 于 这 个 展开 式 中 所 有 高 于 二 阶 的 项 都 可 以 略 去 。 在 第 .7 和 
第 十 1 个 原子 之 间 ， 离 开平 衡 间距 的 改变 是 qh 一 49; 一 
ARj,;n。 我 们 将 把 势 对 位 移 的 二 次 导数 叫做 《对 于 线 中 所 
有 原子 都 是 一 样 的 )。 于 是 ,与 此 位 移 相 联系 的 势能 是 


| Visn — 7 (Gin — 91)’, (8-66) 
而 拉 氏 量 可 以 瑟 为 
N N-1 > 
L = 一 FO— > (gin 一 分 ) (8-67) 
i=1 2 i=1 2 


若 第 一 个 和 最 后 一 个 原子 是 不 连结 的 ， 则 势能 表达 式 中 i 一 
N 的 项 必须 略 去 . 


Eee 


图 8-2 一 维 “ 晶 体 ? 模 型 , 有 质量 的 粒子 沿 一 根 线 均 匀 分 布 ， 
弹簧 连接 着 相 邻 的 粒子 


根据 此 拉 氏 量 ， 原 子 沿 这 条 线 的 运动 方程 是 (对 除 端点 
1 一 1 和 ji 一 N 以 外 所 有 力 
fi 一 [Cgin — 9;) — (9; — 9;-)], (8-68) 
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端点 粒子 必须 另外 考虑 ;对 大 多 数 问 题 来 说 ,这 仅 是 一 个 不 重 
标的 麻烦 ,通常 我 们 关心 的 是 大 决 固体 的 总 体 性 质 ,而 不 想 涉 
及 表面 效应 或 边界 效应 ， 事 实 上 ,在 这 种 情况 下 ,所 想 求 到 的 
主要 结果 与 实际 边界 条 件 无 关 ( 例 如 ,无 论 端点 原子 是 自由 的 
或 是 束缚 的 等 )。、 为 了 如 开 这 个 问题 ,理论 物理 学 家 们 的 办 法 
是 ,假设 一 组 特殊 简单 的 边界 条 件 , 称 为 周期 性 边界 条 件 , 于 
是 在 分 析 过 程 中 ,不 要 求 特殊 考虑 这 些 端点 。 遗 憾 的 是 ,这 些 
特殊 边界 条 件 在 实际 中 即使 出 现 也 是 稀少 的 ， 但 对 于 和 边界 
效应 无 关 的 现象 ,上 述 假设 还 是 有 用 的 , 

这 个 假设 的 思想 是 ,设想 原子 链 越 过 N ,而 且 第 十 7 个 
原子 的 位 移 总 是 精确 地 等 于 第 i 个 原子 的 位 移 。 于 是 边界 条 
件 为 

4Nw+l 一 Gis dwn ~ i. (8-69) 
若 原子 链 像 珍珠 项 链 一 样 是 圆周 ， 则 上 述 边界 条 件 可 能 是 对 
的 、 然 而 在 三 维 空 间 ,没有 相应 的 图 象 来 表示 这 种 边界 条 件 ， 
因此 ,必须 承认 这 完全 是 人 为 的 . 

从 下 面 的 考 碟 可 以 看 出 这 个 特殊 边界 条 件 的 价值 之 所 
在 .大 多 数 常 见 的 终结 原子 链 的 方式 (如 把 最 后 一 个 原子 系 
在 硬 墙 上 ,或 让 最 后 一 个 原子 自由 等 等 ) 会 反射 任何 凡是 在 这 
个 线 上 行进 的 波 。 仅 当 最 后 一 个 原子 系 在 另 一 个 有 全 同 特性 
的 原子 链 上 时 , 才 不 会 发 生 这 种 反射 。 于 是 ,这 种 边界 条 件 类 
似 于 把 一 个 传播 线 连 结 一 个 特别 阻抗 ， 以 避免 反射 。 这 个 特 
别 阻 抗 等 价 于 另 一 根 无 限 长 的 线 . 在 目前 情况 下 ,我们 把 康子 
链 的 两 端 系 在 一 起 便 可 做 到 这 点 。 我 们 所 以 把 这 个 边界 条 件 
称 为 周期 性 的 ， 因 为 链 中 《点 发 生 的 任何 事情 都 会 在 NN 十 
点 , 2N 十 点 … 等 一 再 重复 。 有 了 这 种 边界 条 件 , 描述 原子 
运动 的 式 (8-68) 对 所 有 原子 都 成 立 . 

解 经 典 运动 方程 设 位 移 9 以 频率 o 周期 变化 。 于 是 
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有 田 二 总 


— 


我 们 必须 解 
Wg; 一 ICqir 一 29) 士 9- (8-70 ) 
可 以 把 这 组 方程 写成 行列 式 。 而 且 事实 上 可 以 用 数学 理论 来 
解 如 此 得 到 的 行列 式 方程 ， 不 过 这 只 是 意味 着 可 以 直接 解 此 
方程 ,并 且 用 那 种 方式 更 容易 些 . 
我 们 将 只 在 V 一 1 意义 下 使 用 符号 i， 而 不 用 它 做 角 标 . 
解 有 下 述 形 式 ， 
qi; = Ae Nib 一 gje™ ot!, (8-71) 
其 中 8 是 取 分 立 值 的 常数 。 将 其 代 人 式 (8-70) 便 可 证 明 它 
是 解 。 频 率 由 下 式 给 出 : 


0 一 (Ce 一 2 十 er 一 47 sin 全 (8-72) 


此 式 用 6 给 出 了 w% 的 值 ， 但 并 不 是 所 有 6 值 都 是 允许 的 。 周 
期 边界 条 件 意味 着 8 一 2xe/ NN, 式 中 0。 是 整数 (0、1、2、*……、 
N 一 1)。& = 二 0 的 情况 恰 是 平移 , 如 果 需 要 可 以 去 掉 它 。 而 
且 , 0 一 N+a 给 出 的 情况 与 a 给 出 的 情况 是 相同 的 。 于 是 
对 任何 特定 选 泽 的 a, 我 们 有 冰 率 


(0 mm 2> sin N， (8-73) 
第 i 个 坐标 在 此 频率 的 振幅 是 : 
dja =a A exp 所 2xcf ). (8-74) 


上 述 方程 中 确定 的 常数 ai 是 复数 ,组合 4 和 一 a (或 者 
说 是 4 与 N 一 ac) 的 解 可 以 使 其 变 成 实数 .然而 让 它们 保留 
复数 形式 更 为 方便 ， 但 将 正 负 0 值 都 考虑 是 方便 的 ,例如 , 若 
六 是 奇数 , 则 考虑 g 从 (一 1/2)(N 一 1) 到 (1/2)(N 一 1) 的 
区 域 ,而 不 是 从 0 到 NN 一 1 的 区 域 . 

在 链 中 原子 的 相对 位 移 与 4 的 大 小 有 关 。 图 8-3 表示 了 


s 229 。 


平衡 位 置 
小 a 


Q= ha 


图 8-3 图 中 画 出 了 原子 沿线 的 位 移 , 在 这 儿 它 是 纵 坐 标 , 是 

相对 于 沿 权 坐标 等 间距 分 布 的 平衡 位 置 7 而 言 的 。 在 上 面 的 

畏 况 中 ,波长 比 原子 间距 长 很 多 (a 很 小 ), 在 下 面 的 情况 中 。 
a 二 N12， 位移 不 再 表现 为 平滑 的 正 护 波 


两 种 “ 值 的 情况 : 一 种 是 “ 值 很 小 , 另 一 种 是 “一 N/2. 

尽管 各 个 常数 aic 的 相对 大 小 由 式 (8-74) 确定 ,而 其 绝 
对 大 小 取决 于 常数 4 , 仍 是 任意 的 。 我 们 用 类 似 于 式 《8-48) 
的 归 一 化 方程 来 确定 它们 。 这 样 来 选择 4, 使 


DB) a js — Hop (8-75) 
1=1 
成 立 , 这 意味 着 
A4= -i (8-76) 
N 


我 们 现在 该 写 下 各 种 模 的 简 正 坐 标的 表达 式 : 
N N 
9。 一 DF) eic9i 一 > -4 
i=1 7 一 1 N 
exp (三 2za)， (8-77) 
其 中 4; 一 之 ,ceajrexp( 一 iu)， 这 类 似 于 式 (8-42)。 这 些 坐 


GT 
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标 也 是 复数 ; 不 过 我 们 可 以 确保 ， 由 它们 导出 的 拉 氏 量 是 实 
的 , 拉 氏 量 的 形式 可 写成 


六 一 VS (O40, — w:Q*0,). (8-78) 


也 许 对 这 里 使 用 的 复数 坐标 2 要 解释 几 名 .因为 物理 坐 
标 4; 是 实 的 ,于 是 式 《8-77) 意味 着 ge 一 9--。， 所 以 尽管 为 
了 确定 每 个 复 坐 标 O。 确 实 需要 两 个 实数 ,而 确定 全 部 9。 却 
只 需要 NN 个 独立 的 实数 。 着 愿意 用 实 坐 标 ,也 可 以 不 用 0。 而 
用 下 述 式 子 定义 的 两 个 实 量 作为 坐标 : 


. 1 
be 一 Os 一 3 0 ~ 一 一 
0。 一 人 ) -7 
1 
O° EE CO。 + O_。 (8~79) 
3 《 ) 
04 一 2 《92。 一 0-.), (8-80) 
V2 ) 
但 现在 0 值 的 变化 区 域 只 能 从 0 到 N 一 1 于 是 像 动能 
那样 的 项 用 实 坐 标 变量 表示 为 


7 [0 + (O01 一 9.9- 一 003。 (8-81) 
[在 式 (8-78) 中 出 现 1/2 因子 是 由 于 我 们 对 所 有 正人 负 G 求 和 ， 
因此 每 一 项 计算 了 二 次 ， 0*。.0-。 一 0.Q2.] 因此 以 前 推导 
的 实 量 二 次 表达 式 现在 表示 为 一 个 复 量 和 它 的 复数 共 罗 的 乘 
积 [ 例 如 式 (8-75 ) ]. 
问题 s-3 ”证 明 ，0s 和 25 是 简 正 坐 标 、 然 而 它们 分 别 表示 驻 波 
V2 cos《2xaj/N) 和 V2 sin(2xaj/N)、 即 (车 N 是 奇数 ) 
4CN—1) 了 CN 一 


qj; 一 之 Qe V2 cos 红 % 十 之 ， 


wj 
N 可 加 个 
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* 0; V2 sin 2 (8-82) 
问题 8-4 ”从 用 实 变量 8; 和 96 表示 波 通 数 开始 , 证 明 式 (8-78) 中 

拉 氏 量 对 应 的 基态 波 函 数 可 以 写 为 
$= 4 cp( 一 二 > ee ), (8-83) 


m0 


其 中 4 为 常数 ， 
问题 8-5 包含 同一 波 汲 数 作为 初 末 态 的 跃迁 元 称 为 期 待 值 ”. 于 
是 对 于 式 (8-83) 中 的 基态 ,FF 的 期 待 什 是 
CeojFleo> = | | 时 Feuzouao aow (8-84) 
证 明 下 面 的 期 德 值 是 正确 的 : 
《更 ,| 9 D> = cP,) 0*|®.> 一 0， 
<$, | Qi],> = CB | 9xkz | B,> = 00， 
， 1 (8-85) 
< | O00 | Bo -一 2 cD,| 1|$6>, 


《Bo | OQg|B>= 0 ;= 


这 样 ， 用 简 正 坐标 写成 的 拉 氏 量 使 我 们 把 系统 化 成 一 组 
独立 简 谐 振子 ， 解 的 量子 力学 部 分 由 直接 方法 得 到 ， 这 个 方 
法 在 多 原子 分 子 情形 中 已 经 使 用 过 ， 需 知道 的 也 就 只 是 独立 
简 谐 振子 的 量子 力学 解 . 

问题 8-6 证明 常数 sjs 仍旧 相同 ,即使 炉 合 不 只 是 与 相 令 原 了 于 多 
合 , 而 是 以 强度 延伸 到 第 个 原子 设 当 《大 了 时 从 下 降 足 够 迅速 ， 
找 出 当 这 种 耦合 存在 时 频率 ws 的 值 ;此 时 势能 不 是 由 式 (8-66) 给 出 ， 
而 是 由 一 个 类 似 的 式 于 给 出 ,但 它 包括 了 所 有 原子 对 之 间 的 相对 位 移 ， 


每 一 个 乘 以 适当 的 人， 即 了 一 Cy?/2) 2 > MC GR+) 一 91). 
和 i 


1)》 将 此 期 待 值 的 定义 与 节 5-3 特别 是 式 (5-46) 所 给 出 的 算 符 的 期 待 值 定 
义 比较 ， 
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一 -一 ---- 一 


ET MY 


8-5 连续 近似 


这 里 我 们 已 经 确定 了 某 种 特殊 模式 ， 其 中 每 个 原子 以 一 
定位 相 振动 ， 线 上 相 邻 原子 间 有 一 定位 相差 。 有 一 个 振荡 波 
通过 原子 线 ， 如 果 相 邻 原子 闻 的 位 相差 小 ， 那 么 这 个 波长 就 
长 . 

特别 重要 的 是 长 波 模 中 原子 的 性 质 ， 若 波长 远 远 超过 了 
原子 的 间距 , 则 这 个 闻 距 是 不 重要 的 。 在 这 种 情况 下 ,运动 可 
以 相当 好 地 由 虚构 “连续 介质 ”的 概念 来 描述 。 原子 链 可 由 某 
一 具有 一 定 平均 性 质 的 连续 杆 代替 ,诸如 每 单位 长 度 的 质量 
p 二 1/d 《记得 我 们 已 经 指定 每 个 原子 质量 为 1)。 更 实际 一 
点 , 一 根 真实 的 杆 实 际 上 是 一 系列 分 立 的 原子 集合 ， 这 一 节 
中 ,我 们 将 阐述 连续 近似 ,其 中 原子 链 由 连续 线 代 替 . 

对 于 特定 运动 模 ， 相 邻 原子 间 的 相差 是 2xa/N， 因 此 ， 
一 个 波长 包括 了 N/a 个 原子 ,或 者 若 4 是 相 邻 原子 之 间 的 
平衡 间距 , 则 波长 4 一 Nd/c。 波 数 是 

27 27rC 
(Na 人 

稍为 改变 一 下 记号 ,可 使 波 的 概念 在 运动 的 数学 表达 式 
中 更 为 清楚 。 我 们 将 用 的 值 而 不 是 wx 的 值 来 标记 每 个 模 . 
于 是 对 模 “ 的 求 和 就 是 对 分 立 的 & 值 求 和 。 这 些 值 是 整数 乘 
以 2x/ 工 ， 式 中 工 一 Nd 是 区 的 长 度 。 设 +j 一 jd 是 第 i 个 
原子 的 平衡 位 置 。 于 是 描述 原子 运动 的 方程 变 为 


ajt = -er (8-87) 
VN 


— 二 - > cz (8-88) 
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0 C8-89) 


VN k=1 
以 及 


ms 一 2 sin 笃 、 (8-90) 


现在 我 们 假设 原子 间距 比 这 些 扰 动 变化 的 范围 小 得 多 . 
用 我 们 已 经 定义 过 的 符号 ,这 个 情况 可 用 Rd < 1 来 描述 . 若 
定义 乘积 vd 一 <c， 则 由 于 Rd 小 , 我 们 有 w 之 hc。 在 这 种 
情况 , 我 们 可 以 认为 坐标 9 是 褒 原 于 线 位 置 的 函数 。 即 可 
以 像 图 8-3 中 所 表明 的 那样 来 描述 第 i 个 原子 的 位 移 。 对 于 
长 波 ,位移 q(x;) 和 q(x; 十 1) 几乎 相等 ， 我 们 可 以 认为 函 
数 9(x) 是 一 个 平滑 连续 涵 数 , 它 把 位 移 定 义 为 沿 荐 原子 线 位 
置 的 函数 。 正则 坐标 9 是 9(x) 的 傅 里 时 变换 , 即 式 (8-88) 
可 由 下 式 代 替 : 


ow -xf 9 Cx) eitsqxr. (8-91) 
这 种 代替 的 根据 是 下 述 近 似 关 系 : : 
Ye oN yy _ 

PC FNC a, C8-92) 


当 分 立 乓 的 闻 蝶 变 得 越 来 越 小 时 ,上述 关系 就 越 来 越 正确 . 
类 似 关 系 


SC = | )ak (8-93) 
k=1 2 .0 


导致 了 逆 变 换 
q(x) 一 


2 | OCR)e-iidk. (8-94) 


为 了 使 这 些 量 具有 更 直接 的 物理 意义 , 令 w 为 第 7 个 原 
子 的 实际 位 移 。 即 9 一 Vm uw;， 式 中 避 是 一 个 原子 的 质量 ， 
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它 等 于 od。 令 羽 是 宇 的 傅 里 叶 变 换 ， 

UO) 一 | eejerass (8-95) 
而 逆 变 换 是 

“(2) 一 于 人 Ue a (8-96) 


于 是 新 的 简 正 坐标 是 UC(R)， 它 与 从 前 的 简 正 坐标 8(*) 的 
关系 为 


mL 
uCDb = ow. (8-97) 
借助 于 式 (8-92 ) 可 以 得 到 用 u(x, :) 表示 的 动能 为 
1 Ou\ ， _ 
K.E. = 二 | p (2 ) dx, (8-98) 


为 确定 完全 用 新 变量 表示 的 位 能 ,我 们 必须 把 两 个 相 邻 原子 
位 移 的 差 表 示 成 位 置 的 连续 函数 。 应 用 连续 近似 、 我 们 可 以 
号 下 


qn — gi= Vm [ulrin, 1) — ulxi, 1)] 


~dVm 2. (8-99) 
这 意味 着 势能 是 
7 (8) 4 
_ eo (a) dx, (8-100) 


在 上 式 中 ,我们 已 经 使 用 了 常数 c 一 v4.。 实际 上 这 个 常 
数 是 弹性 的 度量 .我们 可 以 用 下 述 方式 从 物理 上 定义 它 : 设 
我 们 把 原子 线 拉 长 , 它 原 来 长 工 , 现在 伸 长 一 部 分 ,比率 为 s， 
即 新 长 度 为 L(1 十 s)。《 我 们 考虑 静态 伸 长 ,不 是 振动 .) 这 
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窒 味 着, 我 们 使 每 一 对 原子 间 的 距离 变 为 2(1 + s)， 而 不 是 
4。 于 是 相 邻 原子 位 移 的 差 为 


qi 一 4 一 sdVW mm。 (8-101) 
应 用 式 (8-66), 这 意味 着 ,此 拉 伸 带 给 弦 的 势能 是 
V = eldmN — 2 eiL. (8-102) 
2 2 
因此 ,在 小 的 极限 情况 下 , 拉 伸 芒 所 需 的 力 是 
了 ~ pcg, (3-103) 
gL 


上 式 给 出 弦 中 的 应 力 , 而 应 变 (单位 长 度 伸 长 ) 当然 是 s. 这 
样 ,我 们 有 


全 和 一 or 一 弹性 常数 . (8-104) 


综合 式 (8-98) 和 (8-100)， 我 们 可 忆 构 咸 近 民明: 


名 


我 们 所 考虑 的 基本 模具 有 形式 exp (ikx), 简 正 坐标 是 
U(k,:!)。 读 者 可 以 证 明 , 用 这 些 简 正 坐标 能 够 把 拉 氏 量 表示 


-| 和 2 多 2 各 
一 KU’, 1) A (8-106) 


我 们 可 以 把 这 个 拉 氏 量 描述 的 系统 考虑 为 一 组 谐振 村 的 
集合 ,每 个 & 的 值 对 应 一 个 振子 .在 目前 的 连续 近似 中 ,是 
有 无 限 多 值 的 连续 变量 。 我 们 可 以 再 引入 分 让 原子 的 图 象 ， 
只 要 记 住 ,对 ak 的 积分 实际 上 是 对 分 立 的 & 值 的 求 和 ， 其 中 
各 个 分 立 的 & 值 互相 间隔 2</ 工 , 工 是 弦 的 长 度 , 这 个 值 的 数 
目 等 于 弦 中 原子 的 个 数 。 
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我 们 可 以 用 寻找 到 作用 量 积分 | La: 的 极 值 的 方法 , 求 


得 用 连续 变量 表示 的 运动 方程 。 使 用 式 (8-105) 给 出 的 工 形 
式 , 得 到 的 运动 方程 为 


On ; On 
-一 一 一 一 一 ， 8-107 
有 一 PC 用 ( ) 


按照 式 (8-99) 所 表明 的 论证 途径 可 见 , 这 个 方程 类 似 于 以 前 
推导 出 来 的 运动 方程 (8-68)。 方程 (8-107) 的 解 为 


uo— ce- va(x), (8-108) 

2 da _ 
— wa ( 委 ) (8-109) 
a(x) = eh* (8-110) 


叉 与 式 (8-74) 类 似 . 

综合 式 (8-109) 和 (8-110) 可 见 , w 一 Kk。 这 与 式 (8-90) 
相 类 似 ,而 且 事 实 上 ,在 小 t 的 极限 情况 , 式 (8-90) 就 化 为 这 
个 关系 式 ， 

用 式 (8-110) 给 出 的 a 值 ， 式 (8-108) 所 撞 述 的 运动 是 
以 速度 运动 的 传输 波 。 这 就 是 说 ，。 是 治 原 子 线 运动 的 声 
速 .实际 上 ,一 个 真实 系统 表现 出 色散 ; 即 @ 并 不 正比 于 . 对 
于 波长 与 原子 间距 同一 量 级 的 情形 ， 这 种 不 成 正比 的 关系 变 
得 很 重要 ,正如 式 (8-90) 表明 的 那样 


8-6 原子 线 的 量子 力学 


弦 中 原子 的 性 质 可 以 用 运动 的 模式 来 措 述 ， 每 个 模 是 一 
谐振 子 。 任何 特定 模 的 能 态 由 其 量子 数 确定 。 每 个 模 由 其 波 
数 或 其 频率 所 确认 .频率 为 上 的 模 可 以 有 能 量 值 #o/2、3#co/ 2 
5jo/2、…， 或 说 比 其 基态 能 量 ico/2 商 0、56o、25o、… 
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相应 于 这 些 情形 ， 我 们 说 , 存在 着 0、1、 2、… 个 波 数 为 (或 
说 频率 为 m) 的 声 子 . 

有 可 能 同时 激发 几 个 不 同 的 模 ， 例 如 ,可 能 有 : (1) 波 数 
入 的 模 数 发 到 基态 之 上 第 一 个 能 级 ; (2) 波 数 名 的 模 也 激发 
到 第 一 个 能 级 上 ; (3) 波 数 的 模 激 发 到 基态 之 上 第 二 个 能 
级 . 于 是 整个 系统 的 状态 的 能 量 高 于 基态 的 总 量 为 (ww 十 久 
+ 2@;)。 我 们 应 该 说 ， 存 在 四 个 声 子 ， 一 个 声 子 的 波 数 为 
, 另 一 个 声 子 的 波 数 为 如， 还 有 二 个 声 子 的 波 数 为 名. 

整个 系统 的 基态 能 量 为 


Egona 一 ck， (8-111) 
2 
应 用 连续 近似 并 令 w = Kc， 上 式 变 成 
_ LL Rmax ea 
Eo, 二 |， ak. (8-112) 


我 们 注意 到 , 若 对 《积分 的 上 限 《x 变 成 无 限 大 ， 则 积分 发 
散 。 然 而 ,我 们 在 这 个 表达 式 中 已 经 使 用 过 的 形式 w= kc 只 
对 长 波 ( 即 小 & 值 ) 成 立 , 

我 们 可 以 用 关于 w 的 正确 表达 式 更 好 地 来 确定 基态 能 
量 , 并 对 的 积分 建立 一 个 合理 的 上 限 。 这 样 ,使 用 o 的 式 
(8-90) 可 以 把 基态 能 量 写 为 


kar 


Esws— SY $sin «d, (8-113) 


km kmnax 2 2 


其 中 


S 


Rmax (8-114) 


式 (8-113) 可 再 写 为 
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上 四 所 /2 
> hy 


二 N/? 


sin 区- | = 2FyInm 
N 


N/1 


。 >) exp (三 An ) (8-115) 
N 


有 三 间 


和 很 大 时， 这 个 结果 可 以 近似 为 
Eas 2NcL -lL. 
a 


Tt 


(8-116) 


这 个 结果 表明 ,这 个 能 量 正比 于 弦 长 ,而 表面 上 看 , 当 间 
距 4 趋 近 于 零 时 ， 这 个 能 量 没有 极限 。 即 连续 介质 的 基态 能 
量 为 无 限 大 。 当然, 真实 物质 的 能 量 是 有 限 的 . 

不 测量 总 能 量 而 测量 超过 基态 能 量 的 那 部 分 能 量 是 非常 
方便 的 。 对 比 有 两 点 理由 :〈1) 实际 上 ， 基 态 能 量 是 不 知道 
的 ,在 所 研究 的 物理 问题 中 通常 意义 不 大 .例如 ,实际 的 基态 
能 量 包 括 与 原子 相 联 系 的 电子 的 全 部 能 量 . (2〉 妆 仪 处 理 只 
有 长 波 激 发 的 问题 时 ,连续 近似 非常 有 用 , 它 对 激发 能 量 给 出 
的 结果 却 不 成 立 , 因为 它 忽 略 了 间距 4 (即将 4 处 理 为 0). 因 
此 ,我 们 要 想 使 用 连续 近似 ,就 一 定 要 如 开 必 须 计算 基 态 能 量 
的 问题 . 


8-7 三 维 晶 体 


在 走 实 的 三 维 晶体 和 我 们 已 经 考虑 过 的 一 维 例 村 之 间 没 
有 原则 差别 。 然而 , 在 三 维 情况 详细 计算 各 种 模 的 频率 往往 
要 国难 得 多 。 可 以 得 到 一 些 用 波 数 表示 的 结果 ，Kk 现在 是 
矢量 ,其 分 量 为 &*、A、A*。 用 这 些 分 量 写 出 频率 一 般 是 非常 
复杂 的 。 由 于 可 能 有 各 种 极 化 (振动 方向 ), 对 于 每 个 上 值 解 
的 数目 多 于 1。 而 且 实 际 晶体 常常 不 是 由 等 间距 排列 的 原子 
组 成 的 阵列 ,而 是 单 胞 的 阵列 ,每 个 单 胞 由 一 群 按 某 种 特征 几 
何 排列 的 原子 组 成 。 如 果 在 这 种 单 胞 中 有 几 个 (例如 ?个 ) 原 


se 239 。 


子 ( 这 个 例子 可 以 用 一 维 近 似 作 例证 说 明 )， 那 么 对 于 每 个 上 
值 就 有 3p 个 频率 ， 

在 三 维 晶体 中 ,我 们 仍 能 利用 连续 近似 得 到 一 些 好 处 .在 
这 个 近似 中 ， 唱 体 的 真实 上 扎 阵 结构 一 般 表现 为 在 不 同方 向 上 
有 某 种 性 质 不 同 。(〈 例 如, 各 向 异性 的 可 压缩 性 )。 点 阵 的 对 
称 性 由 弹性 常数 的 对 称 性 来 有 反映。 而 且 基 本 的 模具 有 振动 方 
向 ( 极 化 方向 ), 它 们 不 一 定 是 平行 于 或 垂直 于 波 的 传播 方向 . 

对 目前 的 讨论 ， 我 们 将 假设 ， 我们 涉及 的 物质 在 所 有 方 
向 上 的 弹性 常数 相同 。( 一 般 讲 , 对 任何 蜡 体 ,甚至 对 称 性 与 
立方 面体 一 样 的 晶体 ， 这 个 假定 都 不 一 定 对 .) 于 是 有 纵波 和 
横 波 两 类 。 这 两 类 波 的 速度 不 同 ,我 们 将 用 符号 cz 表示 纵波 
速度 ,用 cr 表示 横 波 速度 。 每 个 上 k 对 应 着 三 个 模 。 其 中 之 一 
具有 频率 oz 一 cr 《 式 中 和 是 k 的 绝对 大 小 )。 根 据 假 设 ， 
没有 方向 效应 ,所 以 频率 只 是 波 数 绝对 大 小 的 函数 ,并 不 取决 
于 波 数 的 特定 分 量 。 有 两 个 横 模 〈 即 原子 运动 方向 垂直 于 波 
的 运动 方向 的 模 ) :它们 的 频率 都 是 wr 一 cxkh. 

每 一 个 单个 的 模 , 而 且 包 括 每 一 个 单个 极 化 方向 ,其 性 质 
都 像 一 个 独立 的 振子 . 

设 我 们 处 理 的 晶体 体积 为 了 7。 让 我 们 计算 波 数位 于 有 太空 
闻 内 以 上 点 为 心 的 体积 元 < 一 dkxakyd%k， 内 的 模 的 数目 ， 
设 晶体 为 长 方 体 , 其 边 长 为 L:、Ly、L:。 使 用 一 维 例子 中 得 
到 的 结果 看 到 , A&。 的 分 立 值 间距 为 2x/L:， 于 是 在 长 为 dk， 
的 区 域内 有 dhkx* 世 :/2r 个 分 立 的 值 。 把 同样 的 论述 用 于 
其 他 方向 ,我 们 发 现 , 在 间隔 dk 内 包含 分 立 上 值 的 数目 是 

Rudkydks 了 了 了 一 dk yy (8-117) 
(2x) | (2x) 

对 于 任何 形状 的 晶体 可 以 得 到 同样 的 结果 〈 在 大 晶体 的 根 限 
情况 )。 
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对 于 一 般 情形 , 正如 我 们 叙述 过 的 , 模 频率 wi 是 上 k 的 非 
党 复杂 的 妙 数 ,有 几 个 分 支 ( 即 对 应 于 同一 个 k 有 多 个 值 ), 不 
过 确定 了 它 是 经 典 物 理 的 问题 ;于 是 ,描述 基本 模 的 简 正 坐标 
和 这 些 模 中 振动 的 形式 都 是 已 知 的 ， 那 时 ， 量 子 力学 问题 就 
简化 为 解 一 组 简单 的 振子 ， 并 容易 计算 出 所 有 性 质 。 每 个 模 
的 激发 叫做 声 子 的 激发 。 

作为 非常 简单 的 特例 ， 我 们 将 考虑 各 网 同性 固体 中 的 纵 
模 振动 ( 即 声 波 ， 特 别 是 纵 声 波 )。 如 在 一 维 例子 中 所 做 的 一 
样 ,我 们 可 以 从 晶体 原子 是 分 隔 开 的 情况 入 手 , 然 后 过 渡 到 长 
波 极 限 ( 即 采用 连续 近似 ). 

完整 的 解 题 过 程 将 显示 出 全 部 色散 效应 、 复 分 支 和 横流. 
这 是 非常 有 意义 的 课题 。 然而 , 为 了 得 到 正确 的 量子 力学 连 
续 近 似 形 式 ,并 不 需要 完成 所 有 的 步 又 ;可 以 直接 利用 经 典 物 
理 的 若干 结果 . 由 离散 分 隔 的 质量 点 开始 过 渡 到 长 流 极 限 ， 
整个 程序 在 量子 力学 中 和 在 经 典 物 理 中 一 样 都 是 成 立 的 和 有 
用 的 。 拉 氏 量 有 相同 的 形式 ,只 要 加 一 项 限制 , 即 只 要 势能 可 
以 相当 好 地 表示 为 位 移 的 二 次 函数 .量子 力学 方法 与 经 典 方 
法 的 结果 相似 ,因为 这 个 程序 只 是 由 各 种 线性 变换 组 成 的 , 例 
如 ， 按 照 一 定 的 近似 (如 连续 近似 ) 变 换 到 简 正 坐标 。 这 些 变 
换 和 近似 在 量子 力学 中 可 以 做 得 和 经 典 物 理 中 一 样 精确 ， 

由 经 典 物理 推导 方程 的 步 踊 如 下 。 设 u(r, 1) 表示 粒子 
的 位 移 , 粒子 的 平衡 位 置 是 r， 假 没 我 们 研究 的 是 长 波 区 域 ， 
因此 连续 近似 是 适用 的 。 平 面 波 模 最 容易 用 下 式 给 出 的 侍 里 
叶 变 换 描述 . 


U(k, :) = | u(r, /erar, (8-118) 


其 中 + 是 空间 天 是, 其 分 量 为 +、y、x。 各 个 模 的 简 正 坐标 取 
决 于 局 的 方向 和 矢量 上 方向 之 间 的 关系 。 即 矢量 U 的 坐标 
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V:(k, :) 不 一 定 表示 简 正 模 。 对 于 各 向 同性 物质 ,特定 下 的 
三 个 模 有 如 下 简 正 坐标 : 


U(k,/) = “OT (8-119) 

〈《 即 U 在 kk 方向 上 的 分 量 ) 以 及 
U,(k, i) 一 el U, (8-120) 
Us,(k,:) = e,: U, (8-121) 


其 中 e 和 e: 是 两 个 既 垂直 于 k 又 互相 垂直 的 单位 矢量 。 在 
目前 的 研究 中 ， 我 们 将 只 注意 动能 和 势能 中 由 式 (8~119) 给 
出 的 纵 模 部 分 , 即 忽略 横 振 动 。 

使 用 经 典 物 理 的 结果 , 纵 模 的 拉 氏 量 可 以 写 为 
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KLU(k, 2)] | Cn (8-122) 
其 中 我 们 已 经 引 人 了 声速 。 一 w/*, 它 是 传播 方向 的 明 数 .这 
是 一 维 例 子 的 直接 推广 ， 用 原 变量 下 表示 ,这 个 拉 氏 量 为 


L = | 至 一 ov: o)"| dr, (8-123) 


这 个 式 于 右边 第 一 项 是 动能 ， 由 一 半 质 量 乘 以 速度 的 平方 给 
出 ， 第 二 项 是 压缩 能 ,由 六 wu 给 出 ;后 者 是 压缩 形变 ,这 里 
没有 包括 垂直 形变 能 ,因为 我 们 没有 考虑 横向 弹性 波 . 
拉 氏 量 相对 于 由 的 变 分 产生 经 典 运 动 方程 ; 
1 Du 


2 一 YY . u). (8-124) 
若 我 们 定义 压缩 形变 函数 等 于 的 散 度 : 
中 一 可 了， (8-125) 


于 是 我 们 有 
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=— 一 了 由， (8-126) 


1 By 
ce Or 
这 是 经 典 波 动 方 程 . 
应 用 传播 子 exp(ik :fr) 对 式 (8-124) 进 行 傅 里 时 变换 ， 
再 取 平 行 于 k 的 分 量 , 得 
_1 Di 
coc’ Br 
这 是 单个 谐振 子 的 方程 , 它 表 明 ,， U,(k,1) 确实 是 简 正 坐 标 ， 
由 式 (8-123) 给 出 的 拉 氏 量 容 易 得 到 量子 力学 结果 。 此 
问题 中 模 的 能 级 为 高 出 基态 赎 (A&c) 的 能 级 。 让 我 们 找 出 由 
一 固定 的 初始 坐标 组 u(r, 0) 到 给 定 的 终了 举 标 组 u(r, T) 
的 几率 幅 . 
K[u(lr, T), T; u(r, 0), 0] 


-jt hl 


(vy. a) ara| Dialr, 站， (8-128) 


一 RU,. (8-127) 
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式 (8-128) 中 的 路 径 积 分 是 对 路 径 u(r, 1) 进行 的 , 这 个 路 
径 是 由 矢量 Y 的 三 个 分 量 以 及 : 确定 的 .在 起 点 和 终 操 , 尔 数 
(rf,!) 都 有 给 定 的 形式 ,这 当然 应 由 问题 的 条 件 决定 。 这 是 
我 们 原来 路 径 积 分 概念 的 有 意义 的 推广 。 到 目前 为 止 ， 我们 
已 经 处 理 过 的 被 积 函数 是 一 个 变量 : 的 一 个 (或许 是 少数 几 
个 ) 函 数 x(z) 的 泛 函 ,我 们 已 经 完成 了 遍及 所 有 这 种 路 径 (或 
函数 ) 的 积分 。 现 在 必须 积分 u(r,:) 的 泛 函 ,而 ma(r, /) 是 
四 个 变量 去 y、z、t 的 函数 ,完成 遍及 这 个 函数 所 有 值 的 路 
径 积 分 。 因 为 这 个 被 积 函 数 仍然 是 高 斯 型 泛 函 ， 所 以 我 们 可 
以 用 以 前 曾 描述 过 的 正规 技术 来 完成 它 。 

解 这 个 路 径 积 分 的 第 一 步 是 寻找 一 条 路 径 ， 能 导致 在 指 


e 3243 。 


数 上 出 现 的 积分 取 稳 定 值 ， 它 满足 式 (8-123), 或 更 方便 地 ， 
它 满足 式 (8-126) 给 出 的 波动 方程 .我 们 必须 加 上 在 时 刻 * 
一 0 和 + 上 一 工 所 要 求 的 边界 和 条件。 满足 这 边界 条 件 不 是 一 个 
困难 问题 ;然而 , 它 与 经 典 物理 中 的 通常 问题 稍 有 差别 ， 在 经 
典 问题 中 ,一 般 给 出 了 一 0 时 刻 的 坐标 及 其 导数 , 即 ulr， 
0) 和 《Bu/81),=o. 

我 们 可 以 沿 这 条 路 线 去 解决 问题 。 然 而 从 前 面 的 例子 已 
知 ， 在 进行 路 径 积分 之 前 先 变 换 到 简 正 坐标 则 更 为 容易 。 这 
类 变换 给 出 


| CD 一 RU a DUEk, 1), (8-129) 


其 中 边 者 信 由 下 式 给 出 : 


UT) = Uk, T) 一 站 


所 "ur, TY, (8-130) 


VU.(0) = Ui(k, 0) 一 二 


。 让 ekru(lr, 0)ar. 


这 又 是 一 个 较 简 单 的 路 径 积 分 类 型 ， 其 路 径 只 用 一 个 变量 : 
描述 。 因 为 这 个 路 径 积 分 可 以 写成 许多 路 径 积 分 的 乘积 ， 其 
中 每 一 个 确定 一 个 简 正 模 的 运动 ,所 以 我 们 发 现 ,我 们 已 经 解 
决 了 这 个 问题 。 结 果 是 [参看 式 (8-10)] 


K— I (zs) 
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. coskeT — 2U,(k, TUCk,0)}). (8-131) 


遍及 k 分 量 的 乘积 中 ,例如 x 分量 取 值 为 2xnx/L;, 式 中 
nx 是 从 0 到 N 一 Ls/4d 的 整数 .这 里 , 4 是 原子 间距 , 而 我 
们 已 经 假设 过 ,所 研究 的 固体 边 长 为 L:, Ly, Ls。 当然 ， 连 
续 近 似 意 味 着 原子 间距 为 零 ， 这 就 会 得 到 : 这 个 乘积 是 无 错 
的 .然而 我 们 不 考虑 这 个 问题 ,而 只 注意 表明 与 初始 坐标 、 终 
了 坐标 有 关系 的 那些 项 的 形式 。 于 是 略 去 式 (8-131) 中 乘 在 
指数 项 前 的 根 式 ,我 们 可 以 把 此 式 近似 写 为 


K ~ exp ke{ [UICk, T) + Uk, 0)] cos keT 


— 2U,(k, TU (Ck, OF sin ReT)” < 全 (8-132) 

在 这 个 最 后 结果 中 包含 了 几率 幅 与 边界 值 U.(k, 0) 和 
U.(k, T) 的 关系 ， 对 于 任意 选择 的 这 些 函 数 (而 它们 又 园 而 
取决 于 u(r, 0) 和 u(r, T), 如 式 (8-130) 所 示 ), 式 (8-132) 
中 积分 可 以 形式 上 完成 ,并 获得 最 后 答案 。 用 这 种 方式 ,可 以 
回答 有 关系 统 量子 力学 性 质 的 所 有 问题 ， 至 少 在 原则 上 是 这 
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8-8 量子 场 论 

假设 我 们 处 理 的 波 或 模 由 连续 函数 来 描述 ,比如 ul7,1)， 
它 没 有 原子 亚 结构 ,或 它 的 波长 非常 长 ,以 致 我 们 可 以 忽略 这 
种 亚 结 构 ， 在 这 种 情况 ,我 们 就 说 u《r, 4) 是 场 , 即 空间 每 
一 点 的 区 数 。 在 刚刚 考虑 过 的 例子 中 , 场 就 是 声 的 位 移 场 .用 
这 种 术语 ,把 运动 方程 叫 场 方程 。 在 本 章 中 ,我 们 只 处 理 了 线 
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性 的 场 方 程 。 可 以 把 拉 氏 量 叫做 场 的 拉 氏 量 。 简 正 坐 标 如 
(k,，:) 是 场 简 正 模 的 坐标 。 把 这 些 模 描述 成 量子 振子 的 过 程 
称 为 场 的 量子 化 。 所 得 到 的 理论 叫 量子 场 论 ， 以 区 别 于 对 这 
些 场 的 经 典 分 析 . 

正如 我 们 已 经 看 到 的 ,在 量子 场 论 中 ,几乎 所有 努力 都 是 
集中 于 解 经 典 运动 方程 ， 以 便 找 到 简 正 模 ， 这 是 完全 在 经 典 
物理 范围 中 的 活动 . “量子 化 ?* 带 来 的 新 观点 只 不 过 是 每 个 简 
正 模 是 一 个 量子 振子 , 其 能 级 为 hw(ln 十 1/2)， 按 这 种 方式 
表现 的 量子 场 论 看 来 只 是 薛 定 谓 方程 的 特殊 推论 ， 根 本 没有 
增加 新 的 理论 内 容 ， 

在 任意 情况 中 ， 只 要 场 变量 (如 声 位 移 或 压强 ) 最 终 由 基 
础 力学 量 的 某 种 组 合 确定 就 是 (或 说 应 该 是 ) 这 样 一 种 情形 . 
这 些 基 础 变量 描述 粒子 (原子 、 电子 、 原子 核 ， 它 们 是 携带 声 
的 物质 ) 的 位 置 ， 例 如 , 在 声 的 情况 中 , 我 们 假设 配 定 请 方 程 
描述 晶体 的 组 成 部 分 ( 即 原子 ) 的 运动 。 然后 我 们 容易 推断 ， 
长 波长 声波 服从 经 典 线性 场 方程 ,并 且 发 现 模 被 量子 化 了 . 

在 少数 情况 中 ,属于 系统 的 菜场 的 经 典 方程 是 已 知 的 , 尽 
管 电 莅 定 谐 方程 出 发 的 量子 力学 推导 尚未 进行 。 例 如 ， 描 述 
核 物 质 液 滴 振 荡 的 方程 早已 从 经 典 类 比 猜 到 了 ”在 这 种 情 
况 里 ， 有 一 个 很 精采 的 猜测 : 当 我 们 全 部 完成 量子 力学 的 推 
导 后 , 场 的 模 就 会 是 量子 化 的 振子 。 实 际 上 ,这 种 例子 剩 下 的 
不 多 。 现 在 所 有 情况 几乎 都 已 经 计算 出 来 了 . 

量子 力学 中 还 存在 另 一 类 场 方程 ， 本 质 上 不 同 于 上 面 摘 
述 的 方程 。 其 中 一 个 例子 是 麦克 斯 韦 电磁 方程 组 ， 它 是 一 组 
线性 场 方程 ， 这 些 方 程 导 出 一 个 波动 方程 ， 它 与 我 们 所 阐述 


1) M,. S$. Plesset, On the Classical Model of Nuclear Fission, Am. Jj。 
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过 的 声波 方程 类 似 ， 然 而 有 不 同 的 极 化 条 件 。 正 如 风 雁 管 中 
有 驻 波 (或 模 ) 一 样 。 一 个 空 腔 中 的 电磁 场 可 以 用 基本 振动 模 
来 经 典 地 描述 ， 一 个 自然 的 推论 是 ， 如 果 把 量子 化 的 意义 看 
成 每 个 模 可 能 有 高 于 基态 的 能 级 hon 等 等 , 则 这 些 振动 也 是 
最 子 化 的 。 这 是 量子 电磁 理论 的 基本 假设 。 它 不 能 由 物质 的 
薛 定 谓 方 程 严格 推导 出 来 ， 因 为 电磁 场 不 能 理解 为 原子 介质 
的 长 波 近 似 。 现 在 我 们 认为 根本 没有 任何 特殊 介质 ， 而 无 条 
件 地 承认 麦克 斯 囊 方 程 成 立 ， 我 们 干脆 假设 它 仍 应 按 上 述 简 
单 直接 的 方式 量子 化 。 我 们 将 在 第 九 章 更 详细 地 讨论 这 个 例 
子 ， 

已 经 证 明 这 个 关于 电磁 场 量子 化 的 假设 与 迄今 所 完成 的 
所 有 实验 一 致 ， 尽 管 还 有 某 些 理论 困难 . 这 些 困难 是 与 此 方 
案 推广 到 波长 极 短 的 模 有 关 的 。 若 积分 进行 到 波长 为 零 的 区 
域 ， 则 有 各 种 各 样 的 效应 会 导致 积分 发 散 。 相 应 的 困难 实际 
上 在 振动 晶体 中 并 不 出 现 ， 因 为 若 我 们 希望 分 析 极 短波 长 区 
域 , 即 波长 已 与 原子 间距 不 相 上 下 的 区 域 ,我 们 必须 抛弃 连续 
近似 。 因 此 ,在 晶体 情况 下 我 们 发 现 ,在 任何 有 限 体积 内 模 的 
数目 是 有 限 的 ,而 在 电磁 场 情形 ,任何 体积 内 模 的 数目 都 是 无 
限 多 的 . 

当场 中 各 种 各 和 样 的 模 激 发 时 ,我 们 说 出 现 了 什么 “东西 *， 
在 不 同情 形 下 它 的 名 字 亦 不 同 。 对 于 声音 或 晶体 振动 ， 我 们 
称 它们 为 声 子 ; 对 于 电磁 场 , 称 其 为 光子 ;在 介子 场 论 中 , 称 其 
为 介子 等 等 。 甚 至 电子 也 可 以 表示 为 一 个 场 的 激发 ， 不 过 它 
属于 一 类 非常 麻 同 于 已 经 讨论 过 的 场 .我 们 称 它 为 费 米 场 ;其 
粒子 服从 不 相 容 原理 ， 其 拉 氏 量 的 量子 化 并 不 是 表示 为 谐振 
子 的 集合 ， 而 是 采用 了 另外 的 方法 。 量 子 化 为 谐振 子 模 的 场 
称 为 玻 色 场 ; 相应 的 粒子 服从 玻 色 统 计 ， 即 对 称 统计 。 这 种 
统计 的 含义 是 : 如 果 有 两 个 粒子 , 一 个 波 数 为 如， 另 一 个 是 
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,就 只 有 一 个 状态 ;也 就 是 ,并 不 存在 这 样 的 新 状态 , 其 中 一 
个 粒子 的 波 数 为 多， 第 二 个 粒子 的 波 数 为 丸 。 因为 场 仅 有 
一 种 状态 :其 和 如 模 和 名 激发 到 第 一 能 级 。 其 能 量 为 to 十 
#co， 而 下 面 的 问题 是 毫 无 意义 的 : 交换 之 后 , 哪 一 个 激发 是 
属于 哪 一 个 粒子 的 ?在 下 一 章 , 针 对 电磁 场 光 子 的 情况 ,我 们 
将 更 详细 地 讨论 这 扩 。 


问题 8-7 一 般 认 为 , 当 零 自 旋 中 性 粒子 (如 中 性 介子) 自由 时 ， 
可 以 用 中 场 表 示 它 ,其 拉 氏 量 为 


L 一 | [(¥) 一 cvpl*: + 各 中 | aeron， (8-133) 


其 中 上 是 某 个 常数 .证明 : 这 个 场 的 量子 化 状态 相应 于 波 exp( 二 *7)， 
其 中 激发 能 是 


天 co 一 WV 让 Ac: 十 Hzc4 。 (8-134 ) 


若 把 广 二 p 看 成 每 个 激发 的 动量 ,其 能 量 是 
FE 一 Vlpl’e 十 zc4 ， (8-135) 


这 是 具有 动量 p 和 质量 4 的 粒子 的 能 量 的 相对 论 公式 注意 : 当 疡 很 
小 时 ,上 式 近似 为 = pc: 十 ?*124 十 ，…， 即 成 为 : 静止 能 量 pe? 加 
上 动能 p12.. | 

如 果 一 系统 的 模 k, 激发 到 第 二 量子 能 级 ，k; 到 第 一 能 
级 等 等 ， 那 么 我 们 把 这 种 状态 解释 为 系统 处 于 包含 两 个 动量 
为 不 ， 的 粒子 、 一 个 动量 为 三 ; 的 粒子 等 等 的 状态 。 认为 
基态 是 没有 什么 粒子 存在 的 状态 ， 称 为 真空 态 ， 场 振子 的 激 
发 和 退 激 相 应 于 粒子 的 产生 和 消灭 ， 这 就 是 相对 论 量子 场 论 
中 表述 这 类 过 程 的 方式 。 


38-9 受 退 谐振 子 


在 这 一 章 里 ,我 们 已 经 处 理 了 简 谐 振子 ,以 及 可 以 约 化 为 
这 种 振子 集合 的 系统 。 但 振子 是 自由 的 ， 不 与 其 他 任何 系统 
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作用 . 如果 我 们 希望 处 理 这 种 线性 系统 在 其 他 系统 的 相互 作 
用 下 ， 或 者 受 外 力 驱 动 下 ， 那 么 就 必须 进一步 发 展 我 们 的 分 
析 . 这 种 系统 的 例子 包括 : 在 变化 的 外 场 中 的 多 原子 分 子 、 磁 
撞 的 多 原子 分 子 、 晶体 中 有 电子 通过 并 激发 振子 模 以 及 模 与 
外 场 的 其 他 相互 作用 .我 们 不 讨论 一 般 相 互 作用 问题 ， 而 只 
讨论 原子 系统 和 电荷 与 电磁 场 相互 作用 的 典型 例子 。 下 一 章 
我 们 将 讨论 一 般 相互 作用 问题 。 其 他 情况 可 以 通过 直接 类 比 
来 分 析 . 

这 些 问 题 包括 两 方面 : 〈1) 场 分 解 成 一 些 独立 振子 ; 
(2) 每 个 振子 与 外 势 或 其 他 系统 相互 作用 。 本 章 到 此 已 经 彻 
底 地 研究 了 分 解 成 振子 的 问题 ， 

为 制定 这 类 问题 的 完整 机 制 ， 只 剩 下 分 析 单 个 振子 在 外 
势 扰 动 下 的 性 质 。 我 们 将 把 这 部 分 内 容 并 人 下 章 讨论 ， 

在 这 一 节 中 ,我 们 回头 来 研究 简 谐 振子 ,不 过 现在 它 与 蘑 
个 外 势 或 微 扰 线性 地 看 合 。 这 个 系统 的 拉 氏 量 由 
= Me rs (8-136) 
给 出 ,其 中 7Y(z) 是 外 力 . 为 了 方便 ,我 们 假设 只 在 一 定时 间 
间隔 了 内 (从 一 0 到 :一 了 ) 加 上 这 个 力 , 因 此 ,振子 在 初始 
时 刻 + 一 0 和 终了 时 刻 上 一 工 都 是 目 由 的 .在 问题 3-11 中 ， 
我 们 已 经 完全 解决 了 这 个 问题 , 得 到 了 振子 + 一 0 时 刻 从 点 
xa 出 发 ,在 “一 了 工时 刻 跑 到 点 xs 的 几率 幅 。 但 为 了 目前 的 
应 用 ， 更 方便 的 是 同时 还 过 找到 振子 初始 时 刻 * 上 一 0 处 于 
态 、 而 在 终了 时 刻 * 一 工 在 吉 态 中 发 现 它 的 几率 幅 Gm:。 这 
个 表象 常常 比 坐标 表象 更 为 方便 。 

在 节 8-1 中 , 我 们 确定 了 自由 谐振 子 的 波 函 数 $,, 在 间 
题 3-11 中 ,我 们 求 出 了 描述 受 迫 谐振 子 运 动 的 传播 子 。 这 就 
是 说 ,通过 直接 代 人 下 式 就 可 以 确定 几率 幅 Gs: 
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Gmn 一 exp ( Em7 | | Pm(xs I)K 


” (xz 了 Yas DEACHALEFLIR (8-137) 
对 于 台 一 2 一 0 的 情形 ,这 个 积分 是 高 斯 型 的 , 求 值 过 程 
有 竺 见长 ， 但 其 中 并 无 任何 特殊 困难 . 结果 是 


Gu ~ ep|- 2 | | ”C2 


. reeds de |. (8-138) 


若 汉 和 *# 不 等 于 0, 则 积分 多 少 更 复杂 一 些 。 然 而 ,我 们 
可 以 使 用 在 问题 8-1 中 用 过 的 同类 技巧 。 我 们 将 求 出 受 迫 谐 
振子 从 f 态 跑 到 8 态 的 几率 幅 ， 其 中 的 两 个 态 已 经 在 问题 
8-1 中 定义 了 . 这 个 几率 幅 是 


F(b,4) 一 3 3 Gnanfi(b)fnla) 


1 一口 并 一 [0 
i 
。 一 二 EnT ) 
mp 人 天 


一 Y > Gmnexp | 一 


Mo (a 十 2 
m 二 0 办 二 4 六 


. -三 = 人 (全 )"™ exp (一 三 T )， C8_139) 
其 中 M 是 粒子 质量 [参看 式 (8-28)]。 若 我 们 可 以 算出 F 《2， 
a )， 则 可 以 将 下 乘 以 exp [(M w/4#)(Ca 十 b°)] 而 得 到 Gms, 
并 将 所 得 表达 式 展开 成 a 和 4 的 罕 级 数 。 有 即 我 们 首先 要 解 


F(b,4) = 3 es 0 (x, —6)"| 


- K(x,, TS xl， 0)exp | 一 部 名 


* (zi — a) dridx,, (8-140) 
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其 中 K(x,, T; x,, 0) 是 受 亿 谐 插 子 的 传播 子 [ 见 式 (3-66)]， 

在 这 个 被 积 函数 的 指数 中 ,变量 只 以 二 次 形式 出 现 , 因 此 容易 

完成 这 个 积分 。 某 些 代数 运算 有 点 元 长 ,而 最 后 结果 为 
F(b,4) = exp | 一 妆 2 (a +b — 2abe "Tr) 


M 
十 过 (ap + bp*e-ioT) 


1 了 ， ， 
| rr) egg | en， 


本 2M wh ojo 
(8-141) 
其 中 
1 一 7 二 | 7 (De-iattp ， (8-142) 
Ma 20 
px 一 一 =| YC)eie de, (8-143) 
MV/ 200 


在 式 (8-141) 中 , 令 a 一 5 一 0， 就 可 得 到 Gw 的 值 .其 
结果 与 式 (8-138) 相同 。 接着 ,如 早已 描述 过 的 , 乘 以 指数 画 


数 ,并 令 x 二 aV Mo/2# ,y 一 6 exp( 一 iwT) V Mw/28 ,我 
们 发 现 ， 
Gn -二 六- 
各 和 2 V ml V zl 
一 Gooexp(xy + 18x + 1B*y). (8-144) 
把 右边 展开 成 x 和 3 的 宕 级 数 , 并 比较 相应 的 项 ,见得 最 后 结 
果 : 


1 


Go m1 
Gn eR ~ 
mln!l r=0 (1m — r)!1r! 
* Tr riCB)" (iB™ )™™’, (8-145) 
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其 中 上 是 m 和 sw 中 的 较 大 者 . 
这 就 完全 解决 了 受 迫 谐振 子 问 题 。 我 们 将 在 下 一 章 进 一 
步 讨论 并 应 用 它 。 
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第 九 章 量子 电动 力学 


这 一 章 将 讨论 带电 粒子 与 电磁 场 之 间 的 相互 作用 。 在 市 
7-6 中 我 们 已 经 看 到 这 种 相互 作用 的 一 个 例子 ， 其 中 拉 氏 量 
的 势能 项 里 包含 了 电磁 场 变量 。 这 节 中 引进 的 有 关 电 磁场 的 
页 是 矢量 势 AA、 布 7-6 只 处 理 了 一 定 的 已 知 场 中 的 运动 。 它 
没有 涉及 关于 场 和 A 如 何 出 现 或 场 如 何 受 运动 粒子 影响 等 方 
面 的 任何 知识 。 即 在 这 个 问题 的 系统 阐述 中 没有 包含 任何 对 
场 的 动力 学 的 分 析 。 这 种 采用 给 定 势 的 方式 只 是 一 种 近似 方 
法 , 它 只 当 这 些 势 是 一 些 非 常 大 的 仪器 产生 的 ,以 致 位 子 的 运 
动 对 这 些 势 没有 影响 时 才 成 立 . 

这 一 章 将 不 仅 涉及 势 影响 粒子 运动 的 情况 ， 也 涉及 粒子 
影响 势 的 情况 ,我 们 将 从 经 典 方法 开始 ， 并 且 用 麦克 斯 囊 方 
程 组 去 描述 电磁 场 的 动力 学 。 这些 方程 是 用 存在 物质 的 电 丛 
密度 和 电流 来 表现 场 的 ， 

在 前 几 章 我 们 已 经 发 现 ， 只 要 我 们 能 够 用 最 小 作用 量 原 
理 把 某 些 经 典 定律 表示 出 来 ， 就 容易 确定 相应 于 这 些 经 典 系 
统 的 量子 力学 定律 。 即 我 们 已 经 发 现 ， 如 果 随 某 变量 9 变化 
的 某 作 用 量 s 的 极 值 相 应 于 经 典 运动 方程 ， 那 么 量子 力学 定 
律 就 可 表示 如 下 : 对 相应 于 作用 量 8 的 任何 特定 情形 ， 其 量 
子 力学 几率 幅 是 exp(i5/#) 的 路 径 积分 ,积分 过 及 适 于 这 个 
特定 情形 的 变量 4 的 所 有 可 能 的 路 径 . 

对 于 我 们 目前 的 探讨 ,极其 重要 的 是 ， 用 卖 克 斯 书 方程 组 
表示 的 经 典 电 动力 学 可 以 用 最 小 作用 量 原理 写 出 。 有 一 个 作 
用 量 S, 可 以 用 矢 势 A 和 标 势 中 表示 。 确定 这 个 作用 量 在 对 
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场 变量 4(r,7) 和 Alr,1) 到 变 分 时 的 极 值 , 便 导 致 一 种 电 
动力 学 的 公式 体系 ， 等 价 于 麦克 斯 囊 方 程 组 。 所 以 量子 电动 
力学 可 由 下 述 规 则 得 到 ,一 个 事件 的 几率 幅 是 


K(2;1) 一 | csA DACr Dh, 1), (9-1) 
其 中 路 径 积分 遍及 所 有 A 和 4 在 时 空 每 一 点 的 各 种 值 ,当然 
它们 要 满足 事件 初始 点 和 终了 点 处 的 边界 条 件 。 
9-1 经 典 电动 力学 


吉 克 斯 书 方 程 组 我们 将 从 传统 的 经 典 基础 ， 即 从 麦 
克 斯 圳 方程 组 开始 研究 电动 力学 。 假设 用 的 是 真空 中 的 磁 导 
率 和 介 电 常数 。 于 是 ,如 果 正 是 电场 矢量 , B 是 磁场 矢量 ,* 
是 光速 ，j 是 电流 密度 ，p 是 电荷 密度 , 则 麦克 斯 韦 方 程 组 为 


VvV'E = 4xp, (9-2) 

YY xB 一 一 (全 十 47j)， (9-3) 

y:'B=0, (9-4) 
VXxE—= 2 (9-5) 

只 有 电荷 守恒 ,这 些 方程 才 有 意义 , 即 
vy.i~—0e., (9-6) 


Or 
式 (9-4) 意味 着 ，B 是 某 矢 量 A 的 旋 度 : 
B=—vyx A. (9-7) 
这 个 关系 不 能 完全 确定 A; 我 们 仍 可 以 指定 它 的 散 度 。 我们 
许 
辟 'A 一 0， (9-8) 
如 果 要 求 保持 方程 组 的 完全 表 显 的 相对 论 四 维 对 称 性 ， 那 么 
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这 个 选择 是 不 可 取 的 . [这 不 是 说 ,使 用 式 (9-8) 所 得 的 结果 
不 是 相对 论 不 变 的 ;因为 这 些 结果 与 六 A 的 选择 无 关 ， 而 
是 说 初 看 起 来 ， 这 种 不 变性 表现 得 不 够 明显 .1 在 我 们 的 情 
多 ,我 们 总 归 是 要 用 非 相 对 论 近 似 来 处 理 问题 的 ，( 因 为 对 于 
狄 拉克 方程 , 我 们 没有 简单 的 路 径 积 分 . ) 我 们 希望 说 明 的 只 
是 量子 化 电磁 场 的 若干 性 质 ， 而 选择 式 (9-8) 可 使 结果 最 为 


代入 式 (9-5) 表明 。E -+ (1/c) (8A/91:) 的 旋 度 为 零 ， 
因此 , 它 必 然 是 某 个 势 的 梯度 
下 一 一 4 一 上 圭 2 人， (9-9) 


如 果 没 有 电荷 与 电流 密度 ， 方 程 组 是 容易 解 的 。 由 式 
(9-2)、(9-8)、(9-9) 可 见 ， 
vyV':E=—Vg$ = 4rp. (9-10) 
如 果 p 一 0， 则 上 式 意 味 着 $= 一 0 以 及 EE 一 一 (1/c) (6A 
8:)。 在 式 (9-3) 中，j 一 0， 再 注意 到 YX (CCVY x A) 一 
V(V ' A) 一 VA, 于 是 
vA 一 工 2A 0. (9-11) 
co Di . 
这 样 , A 的 每 个 分 量 满足 一 个 波动 方程 。 
如 果 用 平面 行 波 展开 A, 即 
A(R,) 一 a(n)etR, (9-12) 
那么 振幅 ax 的 方程 是 & 一 一 ceRak， 这 意味 着 , ax 在 每 一 
个 & 方向 的 分 量 都 是 具有 频率 w 一 kc 的 简 谐 振子 。 实 际 
上 ,ax 只 有 两 个 独立 的 横 波 ; 它 在 kK 方向 上 的 分 量 必 须 是 
零 。 这 是 式 (9-8) 的 结果 , 式 (9-8) 可 以 重 写 为 
k .ak 一 0. (9-13) 
这 样 ， 真 空中 的 场 等 价 于 目 由 谐振 子 集合 ， 对 应 于 每 一 个 
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信 有 两 个 模 波 . 

问题 9-1 证 明 : 这 个 平面 波 解 的 EE，B, 【互相 垂直 ， 

存在 电荷 与 电流 时 的 解 ”我 们 将 再 一 次 用 平面 波 展 开 
A 和 的 解 以 及 电流 密度 和 电荷 密度 , 即 


ACRD) Vie | el er -ak 


本 


ok 
$b(R,1) 一 | plz) eR C27》， 
(9-14) 


。 。 npR oa 
] (CR ， 1 ) 一 | jilt)e < T2227 


dk 
Pp(R,7) 一 | Pr(De “了 27。 

问题 9-2 解释 : 为 什么 相应 于 时 刻 + 位 于 gq(5 的 单 电荷 。 的 电 

荷 密度 是 
OfKxsyssot) 一 clz — qaC2) J6[y 一 4y(2)j56[z — gC)1 
一 <cO[R — q(t)], 
证 骨 : 
pa = cexp[ —ik » gC7)1. (9-15) 

电流 密度 是 XR,1) 一 c4(z)5[R 一 q(z)]. 者 有 几 个 电 

荷 ci 位 于 和 (人 六， 则 pa 和 访 的 值 是 


pe 一 2, ee kan), 
ji = ee(De ao， (9-16) 
此 时 , 式 (9-13) 仍 成 立 , 并 且 可 以 用 它 简 化 某 些 表 达 式 ， 
B 的 展开 式 系数 是 B, 一 V4rci(k x akt); EE 的 展开 式 系数 
是 Ei 一 ikpi 一 V4zak。 VV .下 的 展开 式 系 数 是 ik .El= 
KR 由， 所 以 我 们 有 
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bi = xp 或 pe ~ 4xpe/k. (9-17) 
消 数 上 完全 由 电荷 密度 pi 确定 ; 勿 要 求解 任何 (例如 ,涉及 
$4 那样 量 的 ) 动 力学 微分 方程 ， 

问题 9-3 证 明 : 关系 式 各 一 4xoujk? 只 意味 着 任何 时 刻 的 四 是 
由 那 一 时 刻 的 各 个 电荷 引起 的 库仑 势 ， 于 是 ， 比 如 说 ， 若 。 由 距 某 点 


ri 的 几 个 电荷 6; 产生, 则 该 点 的 势 是 $9 = 之 ， ei ri 


这 恰 是 式 (9-10) 的 内 容 . 
、 方程 (9-3) 仍 需 要 求解 , 它 是 


ik x B, 一 一 E, + 一 4rj (9-18) 


但 是 ik X Bx 一 一 V4rck x (kXat)=Virckax, 而 = 
一 二 只 一 V 4， 再 用 式 (9-17) 把 $i 表示 为 4rph/ 妨 ， 我 
们 得 到 : 


肥 十 RR’ ca 一 Vr (i 一 和 4 ) 一 MV 4xjk, (9-19) 


其 中 我 们 称 次 一 六 一 二 et/ 必 为 六 的 材 向 部 分 ， 由 式 (9-6) 
表示 的 电荷 守恒 定律 意味 着 54 一 一 二 ， 扩 ， 于 是 
寺 一 关 一 二 KGk i)， (9-20) 

其 含义 为 : 关 是 头 去 掉 攻 方向 上 的 分 量 所 剩 下 的 部 分 ， 显 
然 攻 .其 一 0. 

我 们 确实 已 经 把 麦克 斯 韦 方程 组 约 化 成 非常 简单 的 形 
式 ， 除了 粒子 间 的 瞬时 库仑 相互 作用 以 外 我 们 所 得 到 的 不 
过 是 对 于 每 个 上 值 有 两 个 横 波 的 方程 , 每 个 波幅 是 由 相应 方 
向 上 的 电流 分 量 所 左右 的 谐振 子 。 也 就 是 ， 若 我 们 选 重 直 于 
k 的 两 个 方向 是 1 和 2， 称 ak 在 这 些 方向 上 的 分 量 为 mk 和 
ax 则 麦克 斯 圳 方程 组 是 
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和 ,十 je?a, 一 M 4zj 3 (9-21) 

hi 十 Rca 一 MV 4rrjot, (9-22) 
其 中 ji 和 ji 是 访 在 这 些 方 向 上 的 分 量 。( 为 什么 我 们 不 需 
要 说 它们 是 效 的 分 重 ?) 

最 小 作用 量 原理 ”量子 电动 力学 了 的 假设 是 认为 式 
(9-21) 和 (9-22) 中 定义 的 振子 是 量子 振子 。 为 了 完成 量子 
化 ,必须 求 出 所 需要 的 最 小 作用 量 原理 ,条 件 为 它 既 能 给 出 这 
些 确 定 的 运动 方程 ， 又 能 给 出 粒子 在 场 中 的 运动 方程 。 这 作 
用 量 是 

3 一 十 3 十;， (9-23) 
其 中 
so DE tld (9-24) 


i 


是 不 考虑 场 时 所 有 粒子 的 作用 量 ( 若 粒子 间 有 非 电 磁力 时 , 它 
们 应 包含 在 S 中 ); 


5 一 | |eR,DeGR 一 二 jR，0) 
A(R, 1) |zRa ~ De |{$ f(D) ,4 
— Li ALg(), 可 4 (9-25) 
是 场 与 粒子 相互 作用 的 作用 量 ; 加 
S, 一 二 | (BE 一 BaRar 


-|(|—v# — tA 一 gx AP) BRad: (9-26) 
C Or 


17 这 里 我 们 应 该 指出 ， 某 些 物 理学 家 用 “量子 电动 力学 ”一 词 时 包含 了 电 了 于 
正 电 子 对 的 理论 ， 本 章 不 包括 这 些 问题 .因此 对 我 们 来 说 ， 量 子 电 动力 
学 意味 着 电磁 场 的 量 于 理论 . 
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是 场 的 作用 量 。 变 量 是 A(R ,0 , 灿 (R; 和 q,(7). 
”问题 9-4 在 节 2-1 中 ,我 们 讨论 了 由 作用 量 s 的 构成 获得 力学 运 
动 方程 的 机 制 ; 这 点 是 通过 当 坐 标 变 分 64 时 求 在 55 = 0 条 件 下 的 极 值 
Sa 而 得 到 的 。 试 从 式 (9-23) 定义 的 作用 量 $ 推导 麦克 斯 韦 方 程 组, 方 
法 是 ,对 于 A 和 9 的 一 阶 变 分 ,要 求 55 = 0. 


因为 用 变量 ax 表示 的 动力 学 方程 是 最 简单 的 ,所 以 用 这 
些 变 量 来 表示 作用 量 是 值得 的 。 将 式 (9-14) 给 出 的 表达 式 
代入 S;， 得 


5, 一 二 | ( a 二 ik < 从 | 一 clk x ax) 


47x 
dakar Kk 
(2z 2 (we 4 
__ 722 2 兴 ， dkaz _27 
teak ax) (2s (9-27) 


而 $ 变 成 


一 | 《p-kdx 一 W 4 jr a oS (9-28) 
代 人 pi 一 4rpk/A ， 将 S 和 5， 中 含 pn 的 项 相 加 ,给 出 


S -一 也 | ORP-k _4 ak _ 
| 2 上 RR (xr) 


一 一 荆 7 2 2 - -ci 本， (9-29) 


上 式 已 使 用 了 式 (9-16) 以 及 | (4z/e) [exp(ik , R)] dk 一 


1/R。、 这 恰 是 电荷 之 问 的 库仑 相互 作用 ， 通 常 忽略 电磁 辐射 
效应 时 ， 分 析 原 子 要 考虑 它 。 于 是 我 们 把 这 个 相互 作用 包括 
在 物质 的 作用 量 Smt 中 : 
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1 16) 
一 二 2 -一 二 一 )， (9-30) 
1 


并 写 为 S 一 Smat 十 Sint 十 Srad。 这 样 ， 我 们 把 电磁 场 的 作 用 
量 5; 分 成 两 部 分 ; 一 部 分 对 瞬时 库仑 相互 作用 有 贡献 ， 刹 下 
的 我 们 称 之 为 辐射 场 的 Sme( 界 射 场 处 理 对 瞬时 场 的 全 部 修 
正 ,诸如 总 效应 推迟 ,以 及 作用 不 能 快 于 光速 等 等 . ) 辐 射 场 的 

作用 量 是 §; 减 去 含 $4 的 项 ,到 

Srad 一 村 | (6 护 一 玉 c 总 Ci 十 dK dz 
dkaz 
— hea a ) 一 一 一 9-31 
Rc a dk) (ny ( ) 
这 恰 是 辐射 振子 的 作用 量 。 这 些 振子 与 粒子 的 相互 作用 作用 
量 是 
Sint — Vr| (11- kAik 十 3- kA2k) 0 人 (9-32) 
显然 ,总 作用 量 s$ 对 于 sx 和 ex 的 变 分 给 出 运动 方程 (9-21) 
和 (9-22). 
写 得 更 明显 一 些 ,作用 量 Si 是 

Sint 一 Vr 2 | Caudy 十 a )e qj 人 
(9-33 ) 
其 中 4 和 4942 是 qi 在 垂直 于 荨 方向 上 的 分 量 . 这 样 ， 非 相 
对 论 力 学 和 电动 力学 的 全 部 定律 都 包含 在 下 述 命题 中 : 去 
(9-30)、(9-31) 和 (9-33) 的 和 5S 在 变量 q; (#2)，awx (#) 和 
ak) 的 路 径 变 化 时 是 稳定 的 。 量子 电动 力学 由 exp (i#/S) 
遍及 这 些 路 径 积 分 得 到 ,下 节 将 描述 这 一 氮 。 
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9-2 辐射 场 的 量子 力学 

我 们 从 讨论 真空 中 辐射 场 的 量子 力学 开始 ， 此 时 不 存在 
物质 ， 于 总 作用 量 只 是 辐射 场 的 作用 时 : 

一 (9-34) 

和 具体 表达 式 由 式 (9-31) 给 出 。 显 然 , 它 就 是 一 组 谐振 子 的 作 
用 量 。 在 第 八 章 我 们 已 经 看 到 像 式 (9-31) 那 种 表达 式 的 一 
些 例 子 。 我们 这 里 再 使 用 第 八 章 中 讨论 过 的 假设 ， 即 认为 量 
子 电动 力学 是 把 这 些 谐振 子 看 成 是 量子 力学 振子 的 结果 . 

这 个 系统 的 模 是 行 波 , 对 每 个 k& 值 有 两 个 频率 为 w 一 《c 
的 波 ( 极 化 1 和 2)。 对 于 其 中 任 一 个 模 , 比如 说 ax， 可 以 得 
到 的 能 级 是 


FE， 一 (mm 十 十) 了 (9-35) 


其 中 ni 可 以 是 任何 正 整 数 或 零 . 

车站 一 1， 则 我 们 说 ,存在 着 一 个 极 化 为 1、 动量 为 总 
的 光子 ;一 般 地 , 我 们 说 存在 nu 个 这 样 的 光子 。 单 个 这 类 光 
子 的 能 量 是 <. 

问题 9-5 场 动量 由 〈114zc) | ExBao 给 出 证明: 没有 物质 
(因此 gr 一 0) 时 , 场 动量 为 Ca} ， adk1(2z)”。 


以 后 , 当 我 们 考虑 物质 与 辐射 场 的 相互 作用 时 会 发 现 , 物 
质 每 次 吸收 或 发 射 一 个 光子 ,能 量 为 #o。 当 然 ， 这 与 普 朗 死 
原来 的 假设 一 样 . 

令 人 十 分 惊奇 的 是 ,如 果 想 象 存在 = 个 “粒子 "或 光子 ， 
也 可 以 描述 振子 的 状态 >。 显然 ， 能 量 值 当 然 是 一 致 的 ， 不 
过 ， 在 完全 成 功 地 把 振子 态 描写 为 粒子 之 前 ， 必 须 指 出 ， 有 
一 个 更 微妙 之 点 。 例如 ， 设 恰 有 两 个 s; 不 等 于 零 ， 比 如 说 
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ns 一 1，#s 一 1。 我 们 希望 说 ,有 一 个 光子 处 在 态 a、 另 一 个 
处 在 态 2 就 能 表示 这 样 一 个 简单 的 状态 。 但 是 , 乍 一 看 ,这 种 
说 法 好 象 意味 着 这 里 有 两 个 态 可 用 ， 它 们 的 能 量 相同 。 因 为 
我 们 也 可 以 期 望 有 可 能 把 第 一 个 光子 放 进 2 态 ， 而 把 第 二 个 
光子 放 入 4 态 ， 当 我 们 考虑 上 粒子 的 例子 时 ， 可 以 找 出 解决 
此 问题 的 途径 。 设 有 两 个 粒子 ， 具 有 坐标 x 和 》， 并 说 x* 
粒子 处 于 用 f(x) 表示 的 态 ,而 ? 粒子 处 于 态 8(y)。 于 是 , 系 
统 的 波 函数 应 是 

(zy) 一 fx)g Cy), (9-36) 
它 是 两 个 变量 * 和 y? 的 函数 。 但 可 能 有 另 一 个 状态 。?y 粒子 
处 于 态 人 而 x 粒 子 处 于 态 g， 这 就 导致 另 一 个 状态 波 函数 

px,y) — gx) fly), (9-37) 
它 不 同 于 式 (9-36)。 但 若 粒 子 确实 是 全 同 的 , 像 “粒子 那 
样 , 则 这 两 个 状态 是 无 法 区 分 的 。 我 们 在 第 一 章 已 经 讲 过 ,已 
经 证 明 有 一 个 量子 力学 规则 (不 能 由 薛 定 谓 方程 推出 )， 对 于 
w“ 粒子 ,如 果 两 种 情况 的 区 别 仅 在 于 交换 “粒子 , 则 它们 的 几 
率 幅 总 是 必须 加 在 一 起 的 .在 这 种 情况 下 ， 所 允许 的 波 函数 
只 能 是 
| px,y) = fx) gy) + gl) ly) (9-38) 
《上 式 应 当 作 适 当 的 归 一 化 : 车 j 与 8 是正 交 归 一 的 ， 则 有 
一 个 因子 1/W 2 ; 车 一 & 且 是 归 一 的 , 则 有 因子 1/2). 对 
.于 a 粒子 和 其 他 服从 玻 色 统计 的 粒子 ,一般 地 有 (x,y) 一 
p(y，*)。 对 于 这 种 粒子 只 有 一 个 状态 ， 一 个 粒子 处 于 态 1， 
而 另 一 个 处 于 态 8. z 

已 经 证 实 , 当 我 们 考虑 用 光子 数目 表示 振子 激发 态 时 ,我 

' 们 也 说 ,光子 是 玻 色 粒子 , 则 所 有 结果 是 一 致 的 ， 这 样 ， 单 个 
:状态 一 1， ns 一 1 表示 有 两 个 光子 ,一 个 处 于 a 态 , 一 个 
处 于 6。 态 . 将 基 交 换 并 不 产生 新 的 状态 。 
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对 于 自 旋 平行 电子 或 其 他 费 米 粒子 ， 当 粒子 的 标记 调换 
时 ,必须 将 它们 的 几率 幅 相 减 : 
pry) = fr)8(y) — s(x)f ly). (9-39) 
对 于 费 米 粒子 ,一 般 , 波 函数 J(x,y) 一 一 J(y,x) 是 反对 称 
的 .当然 ， 这 也 只 有 一 个 状态 。 但 是 对 费 米 粒子 来 说 ， 两 个 
粒子 不 可 能 占 握 同 一 个 态 。 若 在 式 (9-39 ) 中 令 了 一 8g, 则 得 
零 。 而 两 个 光子 和 两 个 粒子 一 样 ,可 以 占据 同一 态 ; 这 样 的 
光子 相应 于 = = 2 的 振子 态 . 
物质 存在 时 有 一 种 特殊 情形 ， 在 理想 情况 下 ， 可 以 把 它 
处 理 得 像 无 物质 情形 一 样 简单 ， 这 就 是 谐振 腔 (或 波导 ) 的 情 
形 , 其 中 的 壁 可 以 理想 化 为 完全 导体 ， 于 是 众所周知 , 按 经 典 
规律 ， 存 在 一 些 可 能 的 振子 模 ， 它 们 是 分 布 相当 复杂 的 电磁 
场 。 这 样 ,经 典 作用 量 可 约 化 为 一 些 自由 振子 ,但 现在 ， 变 量 
表示 各 种 模 的 司 ,而 不 是 平面 行 波 的 波幅 . 因此 ,我们 将 这 些 
振子 作为 量子 振子 来 进行 分 析 ， 并 且 要 谈 到 每 个 模 中 的 光子 
数 . 


9-3 基态 


真空 能 量 ”具有 最 低 可 能 能 量 的 电磁 场 状 态 是 其 中 和 任 
何 模 都 没有 光子 的 状态 ， 我 们 称 其 为 基态 或 真空 态 。 这 意味 
着 ,此 时 每 个 模 的 能 量 是 io/2， 式 中 中 是 该 模 的 频率 。 现 在 
如 果 我 们 对 所 有 可 能 模 的 这 些 基 态 能 量 求 和 ， 那 么 即使 是 一 
个 有 限 的 盒子 ， 由 于 不 断 增加 频率 ， 可 能 模 的 数目 也 会 无 限 
多 ，。 因 此 答案 是 无 限 大 。 这 是 量子 电动 力学 会 遇 到 的 许多 因 
难 的 第 一 个 征兆 . 

在 上 且 前 情况 中 ， 对 于 真空 态 来 说 ， 这 个 麻烦 是 容易 克服 
的 。 假 设 我 们 选择 不 同 的 零点 来 测量 能 量 。 因 为 常数 能 量 是 
没有 任何 物理 效应 的 ， 所 以 任意 选择 的 能 量 雪 乓 对 我 们 完成 
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的 任何 实验 结果 都 没有 影响 。 因此。 我 们 指定 真空 态 能 量 为 
零 ， 于 是 ,任何 电磁 场 状 态 的 总 能 量 由 

已 一 2) nw; (9-40) 
给 出 ,其 中 求 和 到 遍 场 中 所 有 模 1. 

遗憾 的 是 ， 上 面 所 说 可 以 完全 任意 指定 能 量 零点 的 说 法 
实际 上 是 不 对 的 。 能量 等 价 于 质量 ， 而 质量 有 引力 效应 。 甚 
至 光 也 有 引力 效应 ,因为 光 能 被 太阳 偏 移 。 因 此 , 若 作 用 等 于 
反作用 定律 定性 成 立 , 则 太阳 也 要 被 光 吸 引 。 这 意味 着 ,能量 
为 io 的 光子 能 产生 引力 效应 . 问题 是 : 基态 能 量 项 ie/2 是 
否 也 有 一 种 效应 呢 ? 这 个 间 题 在 物理 上 的 叙述 是 ， 真空 的 作 
用 是 否 像 均匀 密度 的 质量 那样 产生 引力 场 ? 

由 于 大 部 分 空间 是 真空 ， 所 以 电磁 场 真空 态 能 量 的 任何 
效应 都 是 很 大 的 。 我 们 可 以 估计 其 大 小 。 首 先 应 该 指出 ， 在 
量子 电动 力学 问题 中 出 现 的 另 一 些 无 穷 大 可 以 用 称 为 切断 规 
则 的 特定 假设 来 避免 。 这 个 规则 是 说 ,具有 很 高 频率 (非常 短 
的 波长 ) 的 模 应 当 不 予 考虑 ， 认 为 这 个 规则 合理 的 根据 是 ,我 
们 现在 还 没有 任何 证 据 表 明 : 在 波长 比 任 何 已 经 观察 到 的 波 
长 都 短 的 情况 下 ,量子 电动 力学 定律 仍然 成 立 ， 事 实 上 ,有 很 
好 的 理由 令 人 信服 ， 这 些 定律 不 可 能 扩展 到 短波 区 域 。 在 较 
长 波 区 内 性 质 相当 和 良好 的 数学 表达 式 ， 当 推广 到 短波 区 域 时 
就 趋 于 发 散 。 所 说 的 短波 长 是 质子 的 康 普 顿 波长 的 量 级 ， 其 
2x 分 之 一 是 i/M ce 之 2 X 10-!*em., 

根据 这 个 估计 ， 证 我 们 把 对 波 数 的 求 和 只 进行 到 极限 值 
max 一 Mc/ 育 以下。 近似 用 积分 代替 对 态 的 求 和 , 我们 得 到 
单位 体积 内 的 真空 态 能 量 为 

E, 万 c 《max 2 chRiax 
王位 人 家 一 2 5 R4zkidk 一 Me. (9-41) 
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(注意 ,第 一 个 因子 2 是 因为 每 个 有 了 两 个 模 . ) 把 这 个 能 量 除 
以 便 得 到 其 等 价 质量 为 


一 2 X10 g/cm’. (9-42) 


至 少 乍 一 看 就 应 该 期 望 ， 这 样 的 质量 密度 会 产生 非常 大 
的 引力 效应 ， 但 是 却 没有 观察 到 .很 可 能 这 是 由 于 现在 采用 
的 计算 方法 过 于 简单 了 ,如 果 包 括 广义 相对 论 的 全 部 结果 ( 例 
如 ,这 里 已 经 表明 有 很 大 应 力 ， 它 也 会 产生 引力 效应 )， 则 这 
个 效应 也 许 会 被 抵 销 掉 ; 但 是 现在 还 没有 人 对 此 作 彻 底 的 计 
算 。 也 有 可 能 会 发 现 某 种 切断 程序 ， 它 既 能 使 真空 态 能 量 密 
度 是 有 限 的 ， 又 能 提供 相对 论 不 变性 .现在 完全 不 知道 这 类 
结果 的 含义 ， 

现在 假设 真空 态 能 量 密度 值 为 堆 是 稳妥 的 。 到 目前 为 
止 ， 还 没有 人 作出 与 此 假设 相抵 触 的 任何 实验 。 当 我 们 进 一 
步 深 人 量子 电动 力学 的 领域 时 会 发 现 ， 另 一 些 发 散 积 分 更 难 
于 克服 . 

真空 波 函 数 ”一 组 振子 的 波 函 数 就 是 每 个 模 的 波 函 数 
的 乘积 。 对 基态 , 振子 1k 的 波 函 数 正 比 于 exp[ 一 (ck/2#) 
“ak] ,因此 ， 整个 系统 基态 (真空 态 ) 波 函数 是 (可 以 相差 一 
个 归 一 化 常数 六 


po 一 exp | 一半 和 Ke dik 十 4 六 十 “0 |. (9-43) 


问题 9-6 ”用 正弦 模 和 余弦 模 以 及 实 变量 证 明 ， 上 面 用 复 变 量 的 
这 个 表达 式 确实 是 正确 的 (参看 问题 8-4). 

问题 9-7 证 明 真空 态 中 <% ex 的 平均 值 是 Caj2kc)au。 对 于 整 
数 +， 建 立 (ea14)” 的 平均 值 公式 ,进而 说 明 当 p 关 k 时 , 如何 由 此 得 
到 像 (a ae)'Ca 和 a1p)* 量 的 平均 值 。 证 明 (a4) 或 at) 的 平均 值 为 
零 。 证 明 任 何 奇 数 个 a 乘积 的 平均 值 是 零 ， 再 证 明 可 以 计算 任何 a 或 
“#+ 乘积 的 真空 态 期 符 值 . 
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问题 9-8 ”对 于 只 背 一 个 光 于 存在 六 态 也 的 状态 ， 波 函 数 中 的 全 
部 因子 除了 一 个 是 四 外 都 是 p,。 但 是 对 于 一 个 振 于 ,p91(9)=9po(4). 
表示 激发 行 波 的 波 函数 是 余 骆 模 激发 态 与 ! 乘 以 正弦 模 激发 态 的 线性 
登 加 、 由 此 证 明 。 只 有 一 个 光 于 出 现在 世态 的 波 函数 是 po。 它 没 
有 归 一 化 。 归 一 化 因 于 是 | @Yawah 8。， 即 a 的 真空 期 待 值 ， 我 
们 在 上 一 问题 中 已 君 到 , 它 是 #/2kc， 所 以 归 一 化 的 单 光子 态 是 
V 2Ac/ 声 4 加 Bo. 


9-4 场 与 物质 的 相互 作用 


用 正规 方法 处 理 辑 射 场 与 物质 的 相互 作用 并 不 困难 . 由 
作用 量 表 示 式 (9-30)、(9-31) 和 《9-33) 可 以 明显 看 到 ,我 们 
必须 处 理 物质 系统 与 辐射 振子 的 相互 作用 ， 并 必须 由 下 式 计 
算 几 率 幅 : 


几率 幅 一 | exp 局 (Smat 十 Siu 十 So | 
。 [I DAD UD We (9-44) 
天 


因为 辐射 振子 的 坐标 只 以 二 次 形式 出 现 ， 所 以 它 可 以 直接 积 
出 。 下 一 节 我 们 将 做 这 个 积分 . 

原子 发 射 ”这 个 问题 的 复杂 之 处 在 于 如 此 多 坐标 和 如 
此 多 状态 引起 的 杂乱 情况 。 因 此， 我们 从 处 理 一 个 简单 间 题 
着 手 ， 以 便 更 习惯 于 所 包含 的 内 容 。 我 们 将 使 用 微 扰 论 解 单 
个 原子 发 射 光 的 几率 问题 《假设 光 与 物质 的 相互 作用 Sin 很 
小 ,并 只 把 它 展 开 到 一 阶 ). 

若 忽 略 Sia:， 则 辐射 和 物质 是 各 自 独 这 的 系统 。 对 于 NN 
的 各 个 值 : 令 单 独 原子 态 的 能 量 为 ex、 波 水 数 为 WN (q)， 式 
中 q 表示 原子 的 全 部 粒子 的 q:。 辐射 的 状态 可 以 用 给 定 全 
为 整数 的 mx 和 zx 的 值 来 确定 。 组 合 系统 的 能 级 是 
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太一 cv 十 SC 十 oo) 天 (9-45) 
大 


这 个 态 的 变 函 数 是 一 个 乘积 : 
得 一 pn( PD nr, 1124) 3 (9-46) 
此 处 8B(wnix，wa) 是 辐射 场 的 波 画 数 〈 谐 振子 波 函 数 的 乘 
积 ). 
为 了 处 理 原 子 辐射 光子 情形 ,我 们 考虑 一 个 初始 状态 ,其 
中 原子 处 于 某 能 级 M 并 且 不 存在 光子 (所 有 mk 和 nz4 都 等 于 
雯 )。 这 被 汶 数 为 
Yi; 一 bu)D,, (9-47) 
其 中 @。 由 式 (9-43) 提供 。 在 终 态 ,原子 处 于 另 一 能 级 N ,而 
且 现 在 有 一 个 光子 出 现 ， 其 动量 为 1， 极 化 为 1. 按照 问题 
9-8， 单 有 辐射 的 波 函 数 是 <i2。; 完整 的 终 态 波 函数 是 


== wm ~ Vn(q)auD,. (9-48) 


现在 为 了 寻找 每 秘 跃 迁 几 率 (到 一 阶 )， 我 们 由 式 (6-79) 春 
到 ,需要 微 扰 势 在 这 两 个 态 之 间 的 矩阵 元 Vj;。 微 扰 作 用 量 是 
式 (9-32) 定义 的 Sint:， 相 应 的 势 是 


六 一 V 和 4 和 ( 驴 沿 十 ou 护 )， (9-49) 


其 中 ju 与 原子 的 变量 有 关 ， 如 在 间 题 : 9-2 中 那样 。 这 个 矩阵 
元 是 


| 
(xz 生 7 二 ax 找 )buBodz [] ze， (9-50) 
是 


因为 只 有 i 与 g 有关 , 它 给 出 
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V,, = 一 >》, /ee | Dea 入 d。 TT da 
大 “ 大 


* | oidg 十 >, | /es DY auarrD, 
大 
| da | 录放 udg. (9-51) 
a 


a 的 真空 态 期 待 值 已 在 问题 9-7 中 得 出 , 即 
| Diaai Do JF da 一 0， 
大 


除非 《一 7， 在 这 情况 下 它 是 #/21c 。 让 我 们 把 矩阵 元 
| 6%jpw 写 为 CDww。 因 此 ,这 个 矩阵 元 是 M228/Te Ciu)ww。 


于 是 每 秒 跃 迁 几率 是 [参看 式 (6-94)] 


(各 ) 儿 二) | 7 [ud (Ex — EnC— hic ). (9-52) 


一 般 ， 我 们 关心 的 不 是 激发 一 个 特定 光子 的 问题 ， 而 是 
用 了 解 发 射 任何 极 化 为 1 的 光子 进入 某 小 立体 角 49 的 几 
率 . 必 须 对 所 有 相应 于 这 个 方向 的 1 值 求 和 。 单 位 体积 内 1 人 和 值 
的 数目 是 dl/(2x)’, 若 1 是 在 特殊 方向 , 则 需要 对 ?4d148/ (2x) 
中 的 dl 积分 ,于 是 我 们 发 现 ,每 秒 跃 迁 几率 是 


+ 
AP | C2) | 和 | 和 SCEN — En—Ahle) 
dt lc 


2 didQ 
-Po 9-53 
Cn (9-53) 
对 ! 的 积分 给 出 在 1 方向 发 时 进 立体 角 48 的 极 化 为 1 的 光 
子 的 几率 : 


SP 0. |jlhydQ, (9-54) 


drt 2xjc 
发 射频 率 满足 
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一 -一 一 一 -一 一 一 -一 一- 


Exu— En 


一 1c 一 一 对 。 9-55 
wo C ( ) 
向 题 9-9 ”对 于 非 相 对 论 运动 的 复杂 系统 
(Fi)NM = > [cs0 » dscxp(—ik .+ qs)] Nw, (9-56) 
| 6 


其 中 e。 是 光 极 化 方向 上 的 单位 矢量 ,而 “和 qm 是 第 “个 粒子 的 电荷 和 
位 置 . 假设 光 的 波长 比 原子 尺度 大 很 多 ， 即 撕 述 第 5 个 电子 位 置 的 波 
函数 模 方 在 超过 比 1/* 稍 小 的 距离 处 就 降 到 零 . 证明 我 们 因 之 可 以 用 
1 近似 表示 exp(zk。qsj/ 起 。 并 可 把 年 阵 元 号 为 

(ND NM 一 508@。RNAMs (9-57) 


其 中 
KNM 一 2 (csqs) NN。 (9-58) 


函数 kww 称 为 原子 的 电 偶 极 矩 的 矩阵 元 ， 推 导 式 (9-57) 所 用 的 近似 
称 为 偶 极 近似 。 证 明 , 单 位 时 间 内 在 任何 方向 上 发 射 光 的 总 几率 为 


aP 403 
页 3h lpnal’. (9-59) 


[把 式 (9-54) 对 所 有 方向 积分 , 记 住 、1 与 上 垂直， 以 及 有 两 个 可 能 的 
极 化 方向 .] . 

消去 电磁 场 变 量 因为 辐射 场 表 示 为 二 次 作用 量 泛 
函 ， 所 以 我 们 可 以 把 它 的 全 部 坐标 积分 掉 。 这 里 我 们 就 这 样 
做 . 我 们 必须 对 式 (9-414) 式 中 的 全 部 变量 a 和 ex 积分 . 
必须 描述 辐射 场 的 初 末 态 。 首先 我 们 取 最 简单 的 情况 , 即 初 、 
末 态 都 是 真空 ,振子 全 是 由 零 个 光子 的 态 跑 到 零 个 光 了 于 的 态 。 
几率 幅 可 以 写 为 


几率 幅 一 | exp (二 So ) X[9]G29， (9-60) 
其 中 
X[9] 一 | exp 全 (Sint 十 sma) | I daiidax (9-61) 


9 69 + 


是 4 的 泛 函 ， 它 出 现在 流 变量 i 的 式 子 的 右边 。 因为 作用 量 
是 每 个 模 贡 献 的 和 >, 《Six 十 Sx)， 其 中 


一 - | ME (ja* 十 J*a) 十 加 da*6 
一 人生 a*a 一 | dz (9-62) 
显然 X 是 相应 因子 的 乘积 。 特 定 模 的 积分 
Xu 一 | exp | 三 人 V 季 后 ak 二 Vr jah 


2 2 
C AkRc 


-党 aa 和) 可 an 


1 
tT 4 区 dikg 
4xl . ,水 1 
一 exp | 一 一 z 5) 一 一 
P | | inC )1 芒 《 ) 天 


. exp(—ikcls 一 74 ds| (9-63) 
是 典型 的 路 径 积 分 ,我 们 已 经 做 过 多 次 ,只 不 过 这 里 由 于 是 复 
变量 而 稍为 复杂 ,然而 可 以 先 把 它 化 成 实 变 量 。 实际 上 ,这 恰 
好 就 是 节 8-9 中 讨论 过 的 问题 。 式 〈8-136) 中 的 相互 作用 消 
数 >(2 在 这 里 由 7 一 V4z jx 给 出 ,而 w 一 Kh。 式 (9-63) 
中 后 一 表达 式 等 价 于 式 (8-138)。 每 个 《和 极 化 的 这 种 因子 
的 乘积 给 出 X 一 exp(i1/#)， 式 中 ， 
i z2 2 | [jxC2)7 访 C9) 十 jar《2D)7 (s)] 
jE exp (—ikc|t — s|)atdas. (9-64) 
这 样 ， 真 空 到 真空 的 跃迁 问题 完全 用 只 对 物质 变量 积分 的 路 
径 积 分 解决 : 
几率 幅 一 | exp [ 太 CSwt + 1) | 40D， (9-65) 
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我 们 将 讨论 这 个 结果 的 几 个 推论 .( 初 ,未 态 不 全 是 真空 的 展 
况 在 下 一 节 叙 述 .。) 

显然 ， 最 后 结果 是 : 物质 不 是 以 Swat 作用, 而 是 以 修改 
后 的 作用 量 Sa 一 Sa 十 1 起 作用 。 这 个 修改 来 自 电 磁场 
的 反作用 .由 于 作用 量 了 是 一 个 复数 ， 所 以 按 严格 的 经 典 意 
义 这 是 不 正确 的 。 可 以 证 明 ， 由 最 小 作用 量 (只 考虑 Smat 的 
实 部 ) 原理 得 到 的 经 典 物 理 结果 完全 等 价 于 麦克 斯 韦 方 程 组 
和 和 牛顿 定律 。 但 它 不 是 对 应 于 麦克 斯 韦 方程 组 只 使 用 推迟 波 
解 的 情况 . (实际 上 ,只 限于 推迟 波 的 解 不 可 能 用 任何 最 小 作 
用 量 原理 表示 ， 只 要 其 作用 量 中 仅 出 现 物质 坐标 。 它 是 对 应 
于 使 用 半 超 前 波 , 半 推迟 波 的 解 ?.) 这 里 的 7 的 完整 量子 力学 
复数 表达 式 是 正确 的 ,我 们 现在 来 看 它 的 各 项 推论 ， 

一 阶 微 扰 展开 ”4 的 积分 太 复杂 了 , 无 法 精确 地 完 
成 ， 不 过 在 了 的 流 表示 式 中 出 现 粒 子 的 电荷 ce。 于 是 7 正比 
于 e?， 其 无 量 纲 形 式 是 精细 结构 常数 ez/ic 一 1/137.039, 这 
是 一 个 很 小 的 数 ， 其 精确 值 和 含义 都 不 清楚 ， 只 有 用 实验 方 
靶 了 解 。 于 是 我 们 可 以 预期 7 的 影响 是 小 的 . 已 经 知道 ， 例 
如 , 薛 定 谓 理 论 给 出 的 原子 能 级 相当 精确 。 因 此 ,忽略 工 所 引 
起 的 误差 只 能 是 很 小 的 。 证 我 们 看 看 工 的 影响 [到 e: 的 一 级 
近似 ， 相 当 于 式 (9-32) 中 原作 用 量 里 e 的 二 阶 ]。 取 节 6-5 
定义 的 跃迁 几率 幅 ww 其 中 物质 系统 开始 并 终止 于 态 M。 
车 忽略 7， 则 零 阶 近似 是 


248 = exp (一 三 Ew ); (9-66) 
而 一 阶 项 是 


1) ]. A. Wheeler 和 R,. P. Feynman, Rev. Mod, Phys., vol.17, p.157, 
1945, 
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本 
2 = 1， 风光 Gy ) exp (二 Sone ) lhu( gi) D4 (1) 
一 1 人 
"一 了 之 | pi qs) exp (2 Sst ) 

: 上 Cin(9) 十 该 CDinCs)] 下 

. exp(—ikelt — s|)dsdspu(qi) DIG). (9-67) 
现在 取 : > * 并 将 结果 加 倍 。 节 5-1 中 已 经 做 过 类 似 表达 式 
的 计算 。 对 于 现在 这 个 例子 ,可 得 到 

th 一 一 二 (AE)Texp(—iEvT/#), 


其 中 


AE =iD) > 涝 [GDyw Cj)ww 十 ( 护 )uwCjax)ww] 


， |， exp 1 (Ex ~— En — hkec)t | dTt 
一 2) 47z 广 | [Gur)naul’ + | (fr) wul’] 


.A111 dk 
[2kc (Ey — En — Kic + ie)] C2 
它 有 实 部 和 虚 部 ,可 将 其 写 为 


AF 一 5 一“ 


(9-68) 


实 部 5E 表示 原子 能 级 的 微小 移动 ， 称 为 兰 姆 位 移 。 这 种 位 
移 是 由 兰 姆 和 户 琶 福 从 实验 上 发 现 的 ， 它 是 


3E = 5 | [GD 十 (poDwwl5]P.P 


一 二 区 严 dk 
- (Ey CO— En CO— Re) ——— -——-—, 9-69 
\ 《ce 2ke (2z) ) 
磺 部 是 
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7 一 > [| Ca)nul’ + | Cr)wul’ 8 
2 N 


4x#i dk 

(Em En zkKc ) 2ke 27 (9-70) 

原子 保持 在 较 高 能 级 状态 而 不 发 射 光 子 的 几率 幅 正 比 于 

exp [一 区 En 十 6E 一 iY/2)T/#], 而 几率 正比 于 exp( 一 7T). 

即 保持 在 态 M 中 的 几率 以 衰减 率 7 指数 式 碱 少 。 物 理 上 , 它 

应 该 减少 ,因为 M 态 中 的 原子 可 能 发 射 光子 而 降 到 低能 态 入 . 

与 式 (9-53) 比较 表明 ， 式 (9~70) 中 的 7 显然 是 从 态 M 到 所 
有 低能 态 NN 的 总 跃迁 率 . 


9-5 ”办 射 场 中 的 单 电 子 


能 量 修正 。 ”为 了 研究 电磁 能 量 修 正 5E， 我 们 将 考虑 
最 简单 的 情形 ， 其 中 物质 系统 只 有 一 个 运动 电荷 (例如 ,具有 
无 限 重 核 的 氨 原 子 或 真空 中 的 自由 电子 ), 其 坐标 记 为 R. 于 
是 j 一 c 良 exp(ik . R/#)。 在 此 例 中 ，j 包 含 R， 正 如 在 节 
7-3 中 讨论 的 那样 ， 在 考虑 二 阶 项 时 我 们 必须 相当 小 心 。 对 
6E 有 一 附加 项 来 源 于 速度 平方 项 RR。， 像 节 7-5 中 那样 ， 用 
动量 算 符 p 表示 民 , 得 


dk -ik:Ri2 -ik:R|l2 
5 一 > | 一 二 (1p， 
| Ry Pre lf Lye Ry) 


. 4zrc 坊 4xe” | 县 搞 ak 
m’:(Ex— Ex 一 天 cc) m 2kc (2 六 
(9-71) 
问题 9-10 ”为 什么 不 需要 特别 小 心地 在 矩阵 元 中 写 出 
1/2 [piexpC—ik . R/#) + exp(—ik .RI#)p.]? 
我 们 取 最 简单 的 情况 ， 即 自由 电子 静止 的 情况 。 我 们 得 
到 的 任何 场 中 的 能 最 6E。 都 将 表示 对 静止 能 量 的 修正 , 或 像 
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相对 论 中 表明 的 那样 ,表示 对 质量 的 修正 5m 一 5SEk/c .这 
就 是 所 谓 的 电磁 质量 修正 。 对 于 静止 的 自由 粒子 ， 状 态 是 平 
面 波 。 若 M 态 和 六 态 中 的 动量 分 别 是 py 和 px， 则 起 阵 元 
[piexp( 一 五 . R/5) ww 是 零 ， 除 非 px 一 "px 一 KE， 在 此 情 
况 中 , 它 是 pw。 这 样 ， 对 于 初始 处 于 静止 的 电子 ， 和 矩阵 元 是 
零 ,而 5ER 恰 是 式 (9-71) 的 最 后 一 个 积分 , 它 是 无 限 大 。 
短波 困难 这 还 不 是 问题 的 全 部 。 当 消 去 5. 中 的 项 
pkpk1/2 驴 上 时， 我 们 曾 指出 ， 它 表示 点 电荷 之 间 的 相互 作用 
(1/2) 之 eiejlq; 一 q;|1 ,但 是 没有 指出 ,在 这 个 求 和 当中 也 


必然 包含 一 些 无 限 大 的 项 (i 一 j 的 各 项 )， 确 实 , 对 于 单 粒 子 ， 
pr 一 eexp (Gi. q), 于 是 (1/2)1paP/ 台 一 4xe*/28， 这 个 
无 限 大 的 项 是 4ze" | (1/2)k-?a%/(2w)?。 这 里 的 无 限 大 和 上 
面 5Ex 中 的 无 限 大 并 不 彼此 对 消 , 我 们 确实 面临 着 困难 ; 对 
动量 《的 积分 二 次 发 散 ， 量子 电动 力学 给 出 了 无 意义 的 结 
果 . 

确实 。 我 们 使 用 的 是 带电 粒子 的 非 相对 论处 理 。 物 质 的 
相对 论处 理 (量子 电动 力学 并 没有 改变 ) 也 不 会 除 掉 发 散 结 
果 , 尽 管 无 限 大 的 阶 次 可 能 改变 ， 对 于 堆 自 旋 的 粒子 , 像 + 介 
子 , 阶 也 没有 变 , 它 仍 是 二 次 发 散 ， 可 以 推测 ， 对 质量 的 修正 
有 一 个 实验 值 可 用 .就 目前 所 知 ， 带 电 的 和 中 性 的 x* 介子 在 
别 的 相互 作用 中 唯一 不 同 是 电荷 ， 即 它们 与 电磁 场 的 不 同 看 
合 方式 ， 带 电 = 介子 的 质量 m。 为 273.2 个 电子 质量 , 中 性 = 
介子 的 质量 为 264.2 个 电子 质量 ,于 是 它们 的 差 是 9.0 个 电子 
质量 (或 0.034 wm,)， 即 4.6 MeV。 可 以 推测 ,这 个 差 值 代表 电 
磁场 中 的 能 量 ， 

如 果 我 们 任意 地 把 积分 停 在 某 较 高 的 动量 如 (这 不 是 
相对 论 不 变 的 程序 )， 那 么 从 式 (9-71) 的 最 后 一 项 得 到 能 量 
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xk/2rxmac， 它 是 最 大 的 项 ,只 要 就 s/c 远大 于 = 介子 


质量 m,。 若 它 等 于 0.034 mxe?, 则 (ce?/2xhc)(hkmar/ mc 一 
0.034 或 
~ odmec ,0.8Me 

Rnax -一 -一 下 
其 中 M 是 质子 质量 。 (大 约 在 同样 能 量 处 切断 ， 相 对 论 给 出 
AE 一 0.034m;。) 因此 ， 我 们 得 出 结论 ， 今 天 量子 电动 力学 
《或 说 ， 与 光子 相互 作用 的 粒子 ) 的 公式 体系 有 缺陷。 这 个 缺 
陷 在 于 我 们 处 理 超过 质子 质量 的 能 量 (或 相应 的 频率 ， 或 波 
数 ) 的 方式 。 困难 出 现 于 波长 小 于 大 约 4x X 10-*cm 的 模 ， 

对 于 自 旋 为 1/2 的 电子 , 狄 拉 克 理 论证 明 , 电 子 应 该 有 一 
定 的 磁 矩 。 已 经 证 明 ， 由 这 种 磁 矩 而 带 来 的 负 磁 能 几乎 完全 
可 以 抵 销 正 电能 。 其 差 仍 然 发 散 ， 尽 管 只 是 对 数 发 散 。 如果 
把 切断 假设 应 用 于 波长 积分 ,在 上 面 提 到 的 波长 极限 切断 , 那 
么 对 电子 质量 的 修正 仅仅 约 为 百 分 之 三 ,然而 无 法 检验 它 ， 因 
为 我 们 找 不 出 电子 的 中 性 类 似 物 ， 

对 于 质子 ,其 反常 磁 矩 很 大 ,以 致 磁 能 超过 了 电能 ， 因 而 
修正 量 是 负 值 。 中 子 也 是 一 个 磁体 ， 所 以 它 的 修正 量 也 是 负 
的 。 因 为 质子 磁 矩 较 大 ， 所 以 可 以 解释 中 子 的 质量 比 质子 的 
大 这 一 事实 。 如 果 在 质子 质量 数量 级 的 能 量 处 切断 积分 ， 那 
么 得 到 正确 的 差 值 ,不 过 这 种 方法 太 粗糙 了 ,以 致 于 无 法 计算 
出 如 此 精确 已 知 的 能 量 782.71 土 0.40 KeV? 就 等 价 于 这 个 质 
量 差 。 这 些 质 量 差 ( 质 子 和 中 子 的 ,带电 和 中 性 x 介子 的 , 正 
负 和 中 性 卫 超 子 的 ,带电 和 中 性 天 介子 的 等 等 ) 给 现代 物理 学 
提出 了 一 种 严重 的 问题 ,可 能 会 指出 ,量子 电动 力学 并 不 是 可 


1) 参看 Everling 等 人 文章 中 第 354 页 ，Nucl. Phys., vol, 15, p。 342， 
1960, 
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以 用 来 计算 电磁 效应 应 的 完美 理论 .我 们 不 知道 究竟 是 量子 电 
动力 学 本 身 有 缺陷 还 是 关于 电荷 在 粒子 内 部 分 布 的 假设 有 错 
误 。 只 有 当 我 们 有 了 关于 这 些 粒子 及 其 相互 作用 的 更 完美 的 
理论 ,我 们 才能 够 确定 目前 的 量子 电动 力学 理论 的 局 限 性 (如 
果 有 的 话 ). 


9-6 ” 兰 姆 位 移 


按照 薛 定 请 方程 , 氢 原 子 的 第 二 能 级 是 退化 的 。2* 和 2p 
能 级 具有 同样 能 量 . 同样 ,由 狄 拉 克 方 程 也 得 出 2sw 和 22w 
一 对 退化 的 能 级 ， 但 是 兰 姆 和 卢 瑟 福 在 1946 年 发 现 ,确实 有 
一 个 小 间隔 (大 约 3 X10 分 之 一 ), 2sw 的 频率 高 出 1057.1 兆 
局 . 

尽管 理论 家 们 解释 ， 这 个 能 量 差 可 能 是 由 工 项 的 效应 引 
起 的 ,但 是 直到 1947 年 贝 塞 (Bethe) 和 外 森 科 夫 《W eisskopf)》 
在 这 方面 的 工作 之 前 ， 发 散 积 分 的 无 穷 大 扰乱 了 所 有 计算 这 
个 差 值 的 企图 。 他 们 的 推理 过 程 如 下 : 


首先 ,因为 
1 _ 1 Bu 一 Brw 1 
Ey— Ev— hc hkc Ev— En— Akc Akc” 
(9-72) 
所 以 能 量 (9-71) 可 表示 为 三 项 之 和 
~ EE = 88’ + 6E” + 6E’’, (9-73) 
其 中 
， 2 和 2” dk 
aE S| (2 和 7 下 


。 SEu—Ew(pe |% ut ip ® gu) 
N Ex 一 En 一 fkc 


(9-74) 
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BR” a 2re’ | dk 
mc: (2x)R’ 


Spe Ry 十 [pe RIN), (9-75) 
N 


2 ( 鸣 _ 
me | (2x)R C9776) 
项 5E” 和 来 源 于 库仑 项 5E, 的 无 穷 大 项 均 与 电子 的 状 
态 无 关 。 在 将 来 的 某 种 理论 中 也 许 ( 我 们 希望 ) 能 把 它们 化 为 
有 限 的 . 它们 会 对 电子 的 静止 质量 贡献 5m。 如 果 m。 是 力 
学 质量 ， 那 么 真实 的 实验 质量 mm 一 mo 十 6m， 式 中 5mc 一 
6E” 十 5E-。 在 氧 原子 的 总 能 量 〈 包 括 粒子 的 静止 能 和 束缚 
能 ) 中 ， 这 种 对 能 量 的 静止 能 修正 当然 是 所 希望 的 ,但 是 当 我 
们 相对 于 电离 态 的 自由 粒子 ,测量 所 有 束缚 能 时 ,我 们 已 经 包 
括 了 它 。 sm 项 就 这 样 确 认 了 ,因为 它 只 是 与 静止 电子 有 关 的 
项 ,而 与 电子 的 运动 或 状态 无 关 。 
项 5E” 可 以 简化 ; 可 以 取 对 N 的 求 和 ， 以 便 给 出 (十 
帮 )wxw( 用 年 阵 乘法 规则 )。 对 所 有 方向 的 积分 后 ， 它 变 成 
(2/3) (pp)xux， 而 
5 ~ 一下 -Po Bre | 
2m 3me’ 」 (2r)k’ 
我 们 也 希望 有 一 天 这 一 项 会 是 有 限 的 。 即 使 对 于 自由 电 
子 情况 ,这 一 项 也 存在 .解释 如 下 : 质量 改变 以 后 ,机 械 动 能 
P/2m 应 变 为 下 述 表 达 式 : 
Pip (1 一 2 )， (9-78) 


2m 2m ?10 


(9-77) 


项 6E” 必定 表示 一 (PF/2mo)5m。 但 是 我 们 已 经 将 此 项 纳 人 
计算 中 了 ;因为 我 们 用 之 /2m 计算 了 薛 定 刘 能 级 ,其 中 普 是 实 
验 质量 .这 一 项 也 已 辨认 清楚 了 ,因为 它 是 运动 自由 电子 的 唯 
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一 额外 项 ,并 且 它 正比 于 动能 S$。 最 后 ,即使 这 些 项 解释 错 了 ， 
当 我 们 计算 2s 和 22 态 的 85E 值 之 差 时 , 这 些 项 也 会 抵 销 掉 ， 
因为 所 有 状态 的 6E” 和 6E. 相同 ，5E” 也 相同 ， 因 为 对 于 
两 个 态 2* 和 2p， 已 经 证 明 (FP/2m)wr 的 值 是 相同 的 ， 
最 后 一 项 6E' 已 经 论证 , 偶 极 近似 已 经 够 用 了 ,这 时 ， 短 
阵 元 与 无 关 ,因为 
dk 元 BR axe 
| BE, 六 二 证 于 n BE Er” 79) 


我 们 得 到 


2 
8E' — ES) In (Mmarc ) 
zm Ne’ Ey -一 Enw 


. (Eu — En) 四 [pwu12. (9-80) 


因为 氯 原子 的 诸 状 态 和 相应 的 矩阵 元 是 已 知 的 ， 所 以 可 
以 算出 其 求 和 ， 唯 一 的 问题 是 如 何 取 就 waxc 的 值 . 贝 已 
(Bethe) 曾 论证 过 , 非 相 对 论 近 似 在 此 处 有 问题 ， 如 果 作 完全 
的 相对 论 计算 将 得 出 ， 就 maxc 为 mc 的 量 级 . 令 斌 maxc 一 
mc*， 给 出 大 约 1000 兆 周 的 值 ， 所 以 贝 思 知 道 , 他 是 运行 在 
正确 的 轨道 上 . 

剩 下 的 问题 是 用 狄 拉克 波 函 数 和 态 按 相 对 论 来 计算 。 只 
有 用 这 种 方式 才能 精确 地 确定 有 效 的 《wx。 结 果 是 相当 混乱 
的 ， 因 为 难于 确认 名 个 无 穷 大 项 .直接 地 在 某 个 很 大 的 动量 
处 将 其 切断 再 取 其 差 是 行 不 通 的 ， 因 为 这 未 必 是 一 个 相对 论 
不 变 的 程序 ,原因 是 它 用 不 同 的 方式 处 理 动量 和 能 量 , 《已 经 
在 脚注 中 指出 了 这 一 点 的 一 个 推论 . ) 解 决 这 个 混乱 的 一 个 方 


1) 对 于 静态 电子 ; 式 (9-77) 暗含 的 8m 是 (8rez13c?7 | 5/ ， 它 不 等 于 


由 68/c? 得 到 的 6m 这 是 由 于 我 们 限于 非 相 对 论 近 似 。 当 完 全 相对 论 
分 析 完 成 后 ,两 种 计算 6zm 的 方式 一 致 . 
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法 是 许 温 格 提出 的 ; 他 证 明了 如 何 能 使 相对 论 不 变性 在 整个 
计算 过 程 中 明显 保持 下 来 ， 并 能 分 辨 各 个 无 限 大 项 ， 另 一 个 
方法 是 费 曼 创立 的 ， 他 给 出 了 切断 无 穷 积 分 的 相对 论 不 变 程 
序 。 这 里 我 们 将 举例 说 明 后 一 种 方法 . 

这 一 次 电磁 场 的 总 效应 包括 了 库仑 相互 作用 ， 在 作用 量 
中 用 附加 项 1 十 5 表示 .在 式 (9-64) 中 工 表示 式 的 相对 论 
不 变性 并 不 是 不 言 而 喻 的 ,因为 这 些 公 式 是 用 k 和 ,而 不 是 
用 R 和 :或 者 用 k 和 ow 表示 的 ，。 让 我 们 用 频率 wo 和 波 数 k 
为 变量 来 表示 1。 先 注意 


| exp(—ikc|Tt| 一 1oT)GT 


Re _ 
ww 一 ce 十 378 (9-81) 
或 
_, 2ikRcdw/27 
exp(—iklt — slec) | i 
: exp[iw(t — s)]. (9-82) 
若 我 们 定义 
iCke, 0) 一 | jC exp icor) ds 
一 | i(R,i)exp(—k : R— wi)dRa, (9-83) 
则 了 变 成 


[i(k,w)| 十 WACHIMN dkdo 
0 — Rc’ + ie (2z) 

这 个 表达 式 在 上 和 E 中 的 相对 论 对 称 性 已 经 清楚 了 ， 

为 wo 一 ke? 是 洛 仑 兹 变换 下 的 不 变量 。 然 而 ， 电 流 还 未 以 
相对 论 对 称 方式 出 现 。 我 们 本 应 该 期 望 有 一 个 相对 论 不 变 组 
合 , 像 cr 一 站 j， 因 为 cp 和 j 形 成 了 一 个 四 矢 。 不 过 若 我 
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7 一 一 2 | (9-84) 


们 定义 
7 AOP 


一 | pC(R,i) etR-ng Ra, (9-85) 
则 作用 量 的 库仑 部 分 是 
S -一 | ee jw = | (0 ef pc zw, (9-86) 
上 述 结果 是 直接 用 w?/’ 一 c? 乘 以 分 子 和 分 母 得 到 的 。 而 电 
流 守恒 定律 : 
一 = yj (9-87) 


变 成 
wp(R,0) =— k- ik,w). (9-88) 
换个 方法 , 若 我 们 把 了 和 上 方向 上 的 分 量 员 3， 则 op 人 一 PP 
于 是 综合 在 一 起 有 
1 + Se = —2 | {LiCleso) + (i(k 0) 
十 |js(kK,0)| CO— elp(k,w) 1 1 
,2.2 dakdw 
[wo —Re’ + ig]}) 一 一 一 27) 2 
二 | 7 项 之 和 恰 是 j(k,w) “ ji(k,w), 上 式 的 四 维 不 变性 是 
明显 的 . 
鉴于 目前 我 们 所 知 甚 少 ， 现在 可 以 建议 ， 在 式 (9-89) 的 
被 积 阔 数 中 添加 一 个 因子 


(9-89) 


( _ 42 ) 
wo— kc *— Atig 

(其 中 4 是 某 一 非常 高 的 频率 ), 人 为 地 使 积分 收敛 ,因为 当 w 
和 不 值 很 小 时 这 个 因子 是 1; 而 当 。 和 不 的 值 大 时 , 它 切断 积 
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分 。 面 且 这 个 因子 显然 不 破坏 表达 式 的 相对 论 不 变性 。 所 有 
的 物理 量 都 按 7 十 5。 中 有 这 个 切断 因子 的 假定 来 进行 计算 . 
如 果 它 们 在 大 4 处 对 人 不 敏感 (如 兰 姆 位 移 )， 那 么 理论 值 就 
是 靠得住 的 。) 另 一 方面 ， 如 果 结 果 敏 感 地 取决 于 4(〈《 像 带电 
和 中 性 = 介子 的 质量 差 ), 则 此 结果 没有 定量 的 意义 ， 因 为 切 
断水 数 是 任意 的 ， 并 且 不 是 完全 令 人 满意 的 ， 这 就 是 量子 电 
动力 学 的 现状 . 
问题 9-11 用 下 述 方法 表明 切断 函数 不 是 完全 令 人 满意 的 ,如 论 
证 ,用 节 9-4 中 的 方法 计算 的 ?在 切断 之 后 改变 了 ,而 发 射 真实 光子 的 
几率 不 会 因此 而 改变 , 因为 这 样 的 光子 有 ww 二 kc， 使 切断 因子 精确 等 
于 一 。 这样 ,无 法 得 到 几率 平衡 ( 即 原 子 发 射 的 几率 加 上 原子 不 发 射 的 
几率 不 再 等 于 一 )。 这 个 问题 所 提出 的 困难 还 没有 解决 . 还 不 知 广 在 
高 频 时 对 量子 电动 力学 应 作出 什么 修正 ,才能 同时 使 全 部 结果 有 限 、 保 
持 相 对 论 不 变性 并 使 所 有 可 能 情况 的 几率 之 和 等 于 一 ， 
问题 9-12 用 下 式 把 7 十 $. 变换 到 空间 坐标 
{eilen cdikaw |/ (2x)} ; 
(2r) (wo: — kc 十 28) (fe? — R? — i168)(27)’ 
一 (Ce 一 Ra)。 (9-90) 


[注意 : 常常 把 函数 一 wi/(* 一 2) 写成 54(*)， 并 且 我 们 在 此 已 引入 
这 一 惯例 . ] 于 是 得 


It Se 二 | [eoCR, ,zt )0(R,,1,) 一 iR, ,#,) 
* j(R,,t2)] * 6+[ (2 一 六 )2c2 一 |R, 
— R,|’ lai:R.aR,ddr,. (9-91) 
9-7 光 的 发 射 


在 节 9-4 中 ,我们 求 出 了 当 物 质 系统 与 电磁 场 相互 作用 
时 会 发 生 某 种 事情 的 几率 幅 的 表达 式 , 如 式 (9-60) 及 其 后 面 
的 前 述 所 表明 的 那样 。 那 里 的 推导 只 限于 一 种 特殊 情况 ， 即 
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在 初 态 和 终 态 时 , 场 都 处 于 真空 态 而 不 存在 光子 。 结果， 路 
径 积 分 中 的 作用 量 Sase 必须 用 等 效 作用 量 Se 一 Su 十 17 
来 代替 ， 在 一 般 情况 , 初 . 未 态 都 有 光子 。 作 为 例子 ， 设 初 态 
中 不 存在 光子 ,而 在 终 态 则 只 有 一 个 光子 ， 其 动量 为 记 ， 极 
化 1。 对 以 前 的 计算 ， 所 要 做 的 唯一 改变 是 在 定义 5 的 积分 
[ 即 式 (9-61)] 中 有 所 改变 ， 现 在 我 们 将 使 用 

X ”= 天 | exp | 去 (Su 十 3) | DD a, (9-92) 
其 中 路 径 积分 在 真空 初 态 和 真空 加 一 个 光子 组 成 的 终 态 之 间 
进行 。 于 是 , 除 1L 以 外 的 每 个 振子 由 初 态 4 一 0 到 终 态 ”一 
0， 所 以 这 些 振子 的 因子 Xi; 全 不 变 。 只 有 单个 振子 1L 的 贡 
献 改 变 了 ;现在 它 变 成 

Xe 一 | exp 全 |[V4zGigao 二 jue 十 堵 a 


2 | rau. (9-93) 
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这 个 表达 式 与 式 (9-63) 相同 ,只 是 振子 路 径 取 在 态 x 一 0 与 
态 7 一 1 之 间 ， 和 而 不 是 以 前 表达 式 中 的 zn 一 0 和 w 一 0 的 态 
之 间 。 我 们 已 在 节 8-9 得 到 受 迫 谐振 子 的 性 质 ， 可 以 用 那 一 
的 结果 写 出 


X= ( Y 5 | ju eg) Xt, (9-94) 
人 


其 中 Xiz 是 前 面 已 经 计算 过 的 从 2 一 0 到 ”一 0 态 的 因 了 于, 
因此 ,显然 有 : 完全 的 因子 X 就 是 原来 的 因子 X 乘 以 
2 


Le | jie'r dt, 


并 且 我 们 找到 几率 幅 为 
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2 ; 
几率 柱 一 /2 | exp 语 (Smat 十 ) | 
。 Nive dt DIq. (9-95) 
以 前 计算 过 的 微 扰 论 表 示 式 等 价 于 跃迁 元 


、/ | exp (三 S mat ) | je qd 9, (9-96) 
Le 上 


于 是 我 们 看 到 ,最 后 结果 与 微 扰 论 所 给 出 的 相似 ,只 有 下 述 不 
同 之 处 。 幅 迁 几 率 幅 必须 用 完全 等 效 作 用 量 Smat 一 Smat 十 1 
计算 ,而 不 能 只 用 Smx。 工 的 影响 是 使 能 级 改变 一 反 儿 , 像 我 
们 讨论 过 的 那样 ,但 也 使 能 量 值 变 得 更 为 复杂 .结果 是 ,发 身 
光 产 生 的 光谱 线 呈现 一 个 小 宽度 ， 称 为 谱 线 的 自然 光度 。 我 
们 不 再 进一步 深入 这 个 计算 ， 而 把 这 个 课题 以 及 推广 到 几 个 
光子 进入 和 离开 系统 的 问题 留 给 那些 希望 特别 详细 研究 量子 
电动 力学 的 读者 。 
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这 个 方法 的 评述 在 本 章 中 ， 我 们 已 经 大 量 分 析 了 量 
子 电磁 场 。 回 顾 其 中 心思 想 和 结果 是 值得 的 。 分离 库 仑 相互 
作用 和 使 用 行 波 是 达到 目的 的 技术 手段 ， 而 基本 结果 是 公式 
《9-89) [或 与 它 等 价 的 式 (9-91)]， 让 我 们 用 式 (9-1) 那样 
更 一 般 的 观点 来 讨论 这 个 结果 . 

假设 我 们 有 一 个 可 以 用 下 述 作用 量 摘 述 

S= 5S(q) 十 3S(0gq Ap) 十 SA ) (9-97) 

的 系统 ， 其 中 5,(q) 是 只 有 物质 时 的 作用 量 ; 5; 是 物质 与 场 
相互 作用 的 作用 量 ; 5; 是 只 有 场 时 的 作用 量 ; 而 q 表示 物质 
的 所 有 坐标 ;用 A 和 中 描述 场 。 于 是 任何 事件 的 几率 幅 由 计 
算 下 式 的 积分 得 出 : 


se .283。 


K— | exp {st [Sq) + SqsA,s) 
+ SCA,$)]} DADAD$, (9-98) 


当然 应 受 该 问题 中 的 边界 条 件 的 限制 。 在 这 个 小 结 中 ,我们 
将 假设 场 的 边界 条 件 是 初始 和 终了 时 刻 都 不 存在 光子 〈 即 由 
场 的 某 态 到 基态 )， 并 把 这 个 条 件 缩写 为 gnd-gnd， 然 后 我 们 
将 考 瞳 先 对 q 积分 ， 再 对 A 和 中 积分 的 结果 、 到 目前 为 止 ， 
我 们 的 作法 不 是 这 样 ,而 是 相当 于 先 对 A 和 中 积分 ， 而 把 对 
q 的 积分 留 作 后 一 步 . 

通常 5.(q, 人 AA,$) 是 场 变量 A 和 4$ 的 线性 水 数 , 可 以 写 
为 


5 一 | [oCR, PR,) — iCR,2) 
. A(R,1) JaRa, (9-99) 
其 中 p 和 j 是 电荷 密度 和 电流 密度 ， 它 们 只 与 gg 有 关 。 然 后 
对 A 和 中 的 积分 容易 完成 ,因为 它 是 高 斯 型 积分 。 式 (9-91) 
的 任务 是 告诉 我 们 这 个 积分 的 值 ， 即 


人 exp 全 [SCA,s) + | (o 一 ji A)aRa] 


En 


PAs ep (iD), -100) 


其 中 的 了 在 式 (9-91) 中 帅 7 十 5.， 它 是 
= | [c p(R, ,41)p(R;,7,) — ji(R,,) 


* jCR,,2) 6 — ta) ec’ 

一 | 及 — R,|’1aR.aR,ar dr, (9-101) 
《对 于 R 和 的 任何 溺 数 Pp 和 让， 式 (9-101) 在 动量 空间 中 
的 表达 式 为 式 (9-89). 
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在 式 (9-98) 的 应 用 中 ,这些 和 j 是 q 和 4 的 某 种 于 
数 , 于 是 我 们 得 到 结果 
天 (gnd，gnd) 一 | exp 全 [Si(qy 十 了 (q)]} Pq, 


(9-102) 
其 中 q 的 函数 J(q) 由 式 (9-101) 给 出 ， 只 须 代 入 正确 的 e 
和 j。 这 就 概括 了 gnd-gnd 跃迁 的 结果 .。 我 们 把 J(q) 与 
Si.(q) 相 加 ， 以 此 表示 场 对 粒子 作用 量 的 修正 效应 。 于 是 电 
动力 学 的 中 心 公式 是 普遍 结果 式 (9-100) 与 (9-101). 
量 予 电动 力学 的 一 般 公式 体系 ”从 另 一 方面 来 研究 这 
些 问题 也 是 有 意思 的 ， 即 先 对 物质 坐标 积分 ， 后 对 场 坐标 积 
分 。 我 们 将 只 限于 一 般 简短 地 描述 这 种 程序 所 产生 的 结果 . 
如 果 在 式 (9-98) 中 我 们 先 仔细 卷 虑 对 ga 的 积分 ， 那 么 因子 
exp 《iS;/ 声 ) 是 常数 ,并 且 可 以 不 考虑 ， 因 此 , 若 我 们 再 定义 


TIA,$] = | op 二 [sq + SCqA,4]j Za 
(9-103) 
则 可 以 把 式 (9-98) 写 为 
Ko | exp | 二 SCA,9)| TIA, SIDBADS. (9-104) 


这 个 天 给 出 粒子 经 过 一 定 的 运动 而 场 经 受 一 定 婚 迁 的 几率 
幅 。 像 所 有 其 他 几率 幅 一 样 ， 它 是 所 有 可 能 事件 的 几率 幅 的 
和 。 每 个 单独 的 可 能 事件 的 几率 幅 由 粒子 在 特定 场 A，# 中 
运动 的 几率 幅 T(A,$) 乘 以 场 是 A, 4 的 几率 幅 exp (i53/#) 
构成 。 在 求 和 过 程 中 ,我 们 要 遍及 所 有 可 能 的 场 Aj 和 4 
由 式 (9=104) 给 出 的 这 个 定 则 是 整个 量子 电动 力学 中 的 
普遍 芭 本 规则 。 即 使 当 泛 函 T[A,$] (粒子 在 外 势 A， 中 中 
运动 的 几率 幅 ) 不 可 能 表示 为 路 径 积 分 时 、 它 也 是 正确 的 公 
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式 ， 例 如 ， 对 于 由 狄 拉克 方程 描述 的 自 旋 为 1/2 的 相对 论 粒 
子 ， 量 T(A, 4$) 不 可 能 用 基于 任何 适当 的 作用 量 的 简单 路 
径 积 分 描述 。 然而 ， 用 其 他 方法 〈 例 如 由 狄 拉克 方程 ) 计算 
T(A,$) 是 可 能 的 .在 这 个 泛 洒 的 形式 推导 出 来 以 后 ， 几 率 
幅 天 原则 上 可 以 由 式 〈9-104) 得 出 . 

在 前 述 (9-104) 形式 的 量子 电动 力学 定律 时 ， 我 们 已 经 
把 电磁 场 的 性 质 从 它 作 用 的 粒子 (或 粒子 系统 ) 的 性 质 中 分 离 
出 来 了 .这 种 分 离 能 够 实现 这 件 事 本 身 就 是 一 个 重要 成 果 . 例 
如 , 泛 函 T(A:$) 可 能 表示 某 个 核 的 行为 ， 然 而 对 这 个 核 的 
性 质 并 不 完全 了 解 。 但 是 只 要 我 们 知道 了 核 在 外 场 中 的 行 
为 ,我 们 就 可 以 解 涉及 核 的 量子 电动 力学 问题 . 

当然 ， 为 了 严格 应 用 式 (9-104)， 对 于 所 有 人 A 和 $8， 必 
须知 道 了 与 A 和 4 的 泛 函 关系 ,但 是 很 少 有 可 能 得 到 这 么 多 
言 息 。 即使 能 得 到 ,对 A,$ 的 路 径 积 分 也 可 能 不 容易 做 .不 
过 ， 实 际 上 这 个 公式 非常 有 用 . 有 时 了 可 以 近似 地 用 指数 于 
数 表示 ,这 个 指数 是 A 和 4 的 线性 前 数 , 恰恰 正 是 式 (9-99) 
的 形式 。 从 一 般 公式 (9-100) 和 (9-101) 可 以 直接 得 到 结 
果 。 更 经 常 地 ， 了 可 以 表示 为 遍及 这 种 带 有 各 种 和 j 的 指 
数 形式 的 和 或 积分 , 式 (9-104) 的 结果 相应 于 对 含 exp (57/ 动 
的 表达 式 求 和 或 积分 ， 式 中 了 由 式 《9-101) 给 出 ， 它 包含 相 
应 的 PP 和 jj, 

在 大 多 数 实际 情况 中 ， 了 可 以 表示 为 A 和 中 的 办 级 数 . 
其 前 几 项 可 以 从 把 A 和 当成 小 微 扰 的 物质 理论 中 找到 . 随 
后 代入 式 (9-104) 并 对 A 和，#$ 积分 ， 给 出 K 的 相应 微 护 展开 
(ec /ic 的 寡 )。 可 以 发 现 ， 


| A(Ri,1) Ai( Ra ts) erp | SCA:d)] DADS 
= 2A64[ (na 一 12) °c’ 一 IR, 一 R,|’]} 
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这 类 必需 的 路 径 积 分 可 以 做 出 ,办 法 是 : 把 一 般 公 式 (9-100) 
和 (9-101) 两 边 展开 成 。，j 的 罕 级 数 ， 再 将 相应 的 项 作对 
比 。 这 里 我 们 不 再 进一步 深入 这 些 内 容 ， 而 建议 读者 去 参考 
有 关 文 献 ( 例 如 ，R. P. 费 曼 所 著 《 电 磁 相 互 作 用 量子 理论 的 
数学 表述 》 的 第 8 节 。 Phys. Rev.，vol. 80，p. 440，1950), 


第 十 章 统计 力学 


前 几 章 我 们 讨论 了 系统 从 一 个 已 知 状态 跃迁 到 另 一 个 状 
态 的 情况 。 在 大 多 数 实际 物理 情形 中 ， 初 态 并 不 完全 确定 . 
系统 可 能 以 某 个 几率 处 于 某 个 状态 而 以 不 同 几率 处 于 另 一 个 
状态 ， 这 些 几率 与 状态 有 关 。 在 此 倩 况 下 ， 终 态 同样 是 不 定 
的 ， 它 是 由 各 个 可 能 的 初 态 按 相应 的 几率 产生 的 各 个 态 的 组 
合 。 或 许 我 们 不 关心 系统 恰好 到 达 某 特殊 终 态 的 几率 ， 而 只 
关心 最 后 到 达 这 一 组 状态 中 任何 一 个 的 几率 . 

一 个 特别 有 意思 的 是 相当 于 某 温度 工时 处 于 热力 学 平衡 
的 情况 ， 这 时 状态 有 统计 不 确定 性 。 处 于 热力 学 平衡 态 的 量 
子 力学 系统 可 以 存在 于 各 种 不 同 的 能 级 。 量 子 统计 力学 的 结 
果 表明 ， 系 统 处 于 能 量 为 E 的 状态 的 几率 正比 于 exp( 一 E/ 
7)， 式 中 《7 是 以 自然 能 量 为 单位 度量 的 温度 . (换算 因子 
是 著名 的 玻 耳 兹 曼 常数 ,其 值 为 1.38047 X 10-* 尔 格 /°C， 
或 1 电子 伏 每 11,606 K. 

本 书 将 既 不 推导 也 不 讨论 这 个 指数 分 布 定律 。 我 们 强 
调 ， 能 量 卫 是 整个 系统 的 能 量 ， 如 果 某 能 级 是 退化 的 ， 则 在 
此 特殊 能 级 上 的 每 一 个 状态 有 相同 的 几率 ， 这 意味 着 ， 系 统 
具有 此 特殊 能 量 使 的 总 几率 要 增 大 一 个 因子 ,这 个 因子 相应 
于 在 此 退化 能 级 中 的 状态 数 . : 

上 面 给 出 的 独 数 定律 还 不 是 真正 的 几率 分 布 ， 因 为 它 尚 
未 归 一 化 。 归 一 化 因子 可 以 写成 1/Z， 于 是 系统 处 于 能 量 
B, 的 状态 (这 次 设 它 不 退化 ) 的 几率 是 
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pi ee, (10-1) 


其 中 8 一 1/*7。 这 意味 着 


能 级 Ei 与 无 关 。 显然 ， 


Z 一 >, ci (10-2) 


一 个 等 价 的 归 一 化 过 程 是 定义 一 个 能 量 FE， 使 得 
p; = CBE 一 R) (10-3) 
F 称 为 交 姆 霍 兹 自由 能 。 当 然 ,其 值 与 温度 TT 有 关 , 尽 管 各 个 


Z 一 eer, (10-4) 


10-1 配 分 函数 


系统 处 于 热平衡 的 各 种 物理 性 质 可 以 由 指数 分 布 函数 推 
导出 来 。 设 4 是 基 性 质 的 度量 ， 它 在 第 i 个 状态 中 的 平均 值 
是 


Ai— | $1Abiay, (10-5) 
其 中 积分 取 遍 系统 的 体积 。 4 对 整个 系统 的 统计 平均 是 
A4 = Tp,4,= = 5 AoE (10-6) 


例如 ,能 量 本 身 的 平均 值 (或 称 期 待 值 ) 是 


U = 之 所 已 ; 一 二 DEie 5 一 DEe BED (10-7) 


如 果 已 知 归 一 化 因子 Z 是 温度 的 函数 ,那么 式 (10-7) 的 


和 容易 求 出 。 由 式 (10-2), 我 们 有 


\ 


‘a pp 8Z DZ 
PEic-p5i 一 一 上 2 一 872 SE 10-8 
SEie 88 让 57 (10-8) 


这 意味 着 
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pp 和 


四 _ 
U— T0270n2 -下 一 TDF 
Z 67 B87 88 


O 
a -一 一 10-9 
35 (8F). ( ) 


我 们 已 经 把 对 温度 的 导数 写成 偏 导数 ， 因 为 诸如 系统 体 
积 或 任何 外 场 等 决定 系统 能 级 的 其 他 变量 全 都 保持 固定 . 
值得 看 一 看 , 当 诸 如 体积 等 其 他 变量 改变 时 ,能 量 期 待 值 
发 生 什 么 变化 。 设 系统 处 于 特定 状态 B;, 使 某 参 数 a 的 值 发 
生 一 个 小 改变 。 使 用 一 阶 微 扰 法 发 现 ， 一 阶 能 量 改变 等 于 一 
阶 哈 密 顿 量 改 变 的 期 待 值 , 即 
E; 十 AE, 一 | p*(H + AH)gpiaV, 


AE, = | waABerar， (10-10) 


使 用 经 典 物 理 术 语 , 我 们 应 该 说 ,比值 AR/Ac 是 与 参数 

4 相关 的 “ 力 ”。 在 此 参数 是 体积 的 情况 下 ， 这 个 力 就 是 负 下 

强 。 即 用 下 面 的 关系 / 
力 X 参 数 的 改变 一 能 量 的 改变 


来 定义 力 的 概念 ,或 者 说 ， 
8 _ 
fo Boe" (10 11) 
当 为 压强 而 了 是 体积 时 , 便 得 到 一 个 例子 
一 PAF 一 人 (10-12) 
我 们 把 力 的 期 待 值 写 成 
i ~ (HY fa _ sp OF 
~ (加) ~ zn (并 ) -人 
1 OE; 2 一 于 T 一 _&T 3 e-Ei/ T 
Z Oa ZZ Oc (> - 机 
一 一 全 82 (10-13) 


Z Ba 
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于 是 


3.1 OlnZ | 
f Bp Bo? (10-14) 
其 中 和 其 他 参数 保持 为 常数 ， 用 式 (10-4) 可 把 它 写 成 
fo 一 (10-15) 
若 参 数 “是 体积 了 , 则 一 刀 是 压强 了 了 ， 有 
— 8F _ 
P sy (10-16) 


一 系统 处 于 常温 下 , 当 其 体积 改变 一 无 穷 小 量 时 ,会 同时 
发 生 两 件 事情 。 其 一 是 每 个 能 级 稍 有 移动 。 其 二 是 处 于 恒温 
《例如 用 一 个 热 池 来 维持 恒温 ) 平 衡 的 系统 与 每 个 能 级 相 联系 
的 几率 也 稍微 变化 (因为 能 级 变化 )。 如 果 只 有 能 级 变化 ， 那 
么 系统 总 能 量 的 变化 将 相应 于 这 个 变化 对 全 部 能 级 的 平均 . 
根据 前 面 的 讨论 ,这 相应 于 压强 乘 以 体积 变化 。 然 而 ,为 了 保 
持 温度 固定 ,必然 发 生 状 态 分布 的 某 种 重新 调整 。 这 样 ,总 能 
量 一 定 还 有 一 个 变化 , 称 其 为 42. 这 部 分 能 量 将 传递 给 保持 
其 温度 不 变 的 外 部 系统 ， 例 如 上 述 的 热 池 ， 这 个 过 程 叫 热 交 
换 ， 于 是 
dU = —PdV + dQ. (10-17) 
从 式 (10-17) 给 出 的 表达 式 里 容易 求 出 40。 当 体 积 
变化 aV 时 ， 每 个 能 级 EE; 变化 4E;， 交 姆 答 兹 自由 能 变化 
4F。 这样 ,总 能 量 改 变 是 
dU 一 DdEje En + BAF PE,e-P Er) 
— POEdEie ?er), (10-18) 
此 表达 式 中 第 一 项 是 4E; 的 期 待 值 ,正如 我 们 已 经 解释 过 的 ， 
它 是 一 Pd4V。 剩 下 两 项 构成 40。 这 两 项 也 可 以 用 式 (10-2) 
中 的 和 的 导数 表示 ,最 后 用 FF 表示。 事实 上 ,我 们 发 现 ， 
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5P jy 《10-19) 


40 = 7 
8TOV 
从 式 C10- 17) 也 能 看 出 这 是 对 的 , 式 (10-17) 给 出 
8U 8 /,_ OF\ 8F 
‘opt ? 如 7 07) BV 
— —7 sy (10-20) 


_ 式 (10-19) 给 出 了 在 温度 不 变 条 件 下 体积 改变 aV 时 的 
热 交 换 量 40。 如 果 改 变 任何 其 他 参数 ， 也 会 得 到 类 似 结果 。 
例如 ,如 果 改 变温 度 工 而 保持 体积 7 不 变 , 则 热 交 换 等 于 总 能 
量变 化 , 即 


a7 67 87 
—T QE AT. (10-21) 
a7’ 
于 是 ,一 般 地 ,我 们 有 
2 
re + OF Ag+ SF A7 ) 

oT OV OTOa oT 

(10-22) 


式 (10-22) 的 右边 是 了 7 了 乘 以 量 5S = 一 (8F/87T) 的 总 变 
化 , 量 5 称 为 精 ; 亦 即 


AgO = TAS, (10-23) 
BF 
S 一 一 一 10-24 
7， ( ) 
了 一 下 一 75. (10-25) 


显然 ,如 果 知 道 了 可 用 温度 、 体 积 、 外 场 等 表示 的 单个 函 
数 , 即 配 分 函数 Z， 就 可 以 求 出 内 能 、 焙 、 压 强 等 等 所 有 标准 
热力 学 量 ， 直 接 求 Z 的 微 商 ,或 等 价 地 求 自由 能 下 的 微 商 ,就 
能 得 到 这 些 热 力学 量 ， : / 


。 292。 


JE 2 


要 确定 某 些 物理 量 ,即使 是 系统 处 于 热平衡 ,所 需要 的 信 
息 也 不 只 是 单个 配 分 函数 . 例如 ， 设 系统 处 于 具有 坐标 x* 的 
组 态 空 间 中 , 则 发 现 系 统 位 于 x 的 几率 是 多 少 ? 我 们 知道 ,如 
果 系 统 处 于 由 波 函 数 必 (x) 定义 的 单 态 中 ,那么 ,发 现 它 处 于 
x 的 几率 是 这 波 函 数 的 模 方 $7?$;。 这 样 , 发 现 所 有 可 能 状态 
平均 处 于 * 的 几率 是 


PC 一 二 并 $e) $i) es. (10-26) 


在 一 般 情况 下 , 若 我 们 对 某 个 量 4 感 兴趣 , 则 其 期 待 值 是 


一 1 _ 1 
4 一 一 Ae Ei = — 
z > Z 


“ S| $0) A eridr. (10-27) 


显然 ,如 来 者 道 了 议 数 . 
p(r' x) 一 D> bilx’) $x)e Hs, (10-28) 


则 所 有 像 式 (10-27) 那样 的 期 待 值 都 能 得 到 。 因 为 出 现在 式 
《10-27) 积分 中 的 函数 4 是 一 个 算 符 ， 它 只 作用 于 那个 表达 
式 中 的 $;， 而 不 作用 于 好 ， 所 以 知道 了 式 (10-28) 中 轿 数 
就 是 够 了 。 使 用 量 p(x’, x*) 时 ， 可 以 设想 4 只 作用 于 +’, 之 
后 , 在 Aplx’, x*) 中 令 x 等 于 x*， 最 后 再 遍及 所 有 x 值 积分 。 
这 个 过 程 称 为 找 出 4p 的 迹 . 
由 p(x' xz) 的 定义 ,很 清楚 有 
P(x) = = plx ,+), (10-29) 


又 因 几 率 P(x) 是 归 一 化 的 ,所 以 它 遍 及 xy 的 积分 得 一 , 即 
Z 一 | eC, aaa 一 Tr[o],、 (10-30) 

其 中 Tr 是 “ 迹 ” 这 个 词 的 缩写 ， 量 p(x , x) 称 为 密度 矩阵 

[更 明确 地 说 是 对 应 于 温度 TT 的 统计 密度 矩阵 ;“ 密 度 矩 阵 ” 这 
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个 词 也 广泛 应 用 于 无 论 是 否 处 于 热平衡 的 一 般 系 统 ， 并 且 通 
常用 函数 plx’ ,x) 的 妇 一 化 型 式 ， 即 把 此 阔 数 写作 p(x'x)/ 
Z].。 统计 力学 的 普遍 问题 是 计算 式 (10-28), 以便 拔 出 密度 
算 阵 。 如果 我 们 只 关心 传统 的 热力 学 变量 ,那么 只 需求 密度 
和 矩阵 的 迹 (或 对 角 和 ), 它 就 给 出 配 分 函数 Z. 


10-2 计算 路 径 积 分 


式 (10-28) 中 给 出 的 密度 窍 阵 的 表达 式 与 传播 子 的 一 般 
表达 式 极其 相似 ，。 后 者 曾 在 第 四 章 中 推导 过 , 并 在 式 (4-59) 
中 给 出 

K(x2, 123 Yi) 一 2 piCx2) pH ri)e : Ei(f; 一 1) 

(10-31) 
此 表达 式 成 立 的 条 件 是 ， 系 统 哈 密 顿 量 是 不 随时 间 变 化 的 弟 
量 ,， 并且 ;之 4.。 然 而 这 个 条 件 已 隐 含 在 统计 力学 中 了 。 因 
为 只 有 哈密 顿 量 不 随时 间 变 化 , 系统 才能 达到 平衡 。 式 (10- 
31) 和 式 《10-28) 形式 上 的 不 同 在 于 指数 上 的 变量 。 如 果 式 
(10-31) 中 的 时 间 差 一 4 换 成 一 8, 那么 密度 矩阵 的 表达 
式 在 形式 上 与 传播 子 的 表达 式 一 样 ， 钼 应 的 传播 子 具 有 人 负 虞 
时 介 间 隔 ， 

我 们 可 以 从 另 一 观点 来 进一步 阐述 这 两 个 表达 式 之 间 的 
类 似 性 ， 我 们 把 密度 矩阵 写 得 看 起 来 更 像 传播 子 一 点 ， 即 把 
P(X2， Xl) 写 为 &Cxz， tt2; X19Wi) ,其 中 


R(x, U1; Xi, Wi) 
= Deo) 《10-32) 


这 样 ， = 4 一 下 一 0 时 ， 式 (10- 32) 就 
变 得 与 式 (10-28) 完全 一 致 了 。 
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若 求 R 并 ww 的 偏 导 数 , 则 得 
2 一 SD BC) 人 Co)ereer om (10-33) 


是 我 们 记 和 ， Egi(x') 一 Hq:(x'); 于 是 当 我 们 把 H; 理解 
”为 只 作用 在 变量 x 上 的 算 符 , 我 们 就 可 以 得 到 


-i HAC2,1), (10-34) 
或 者 将 其 换个 形式 ， 
_ ep(2;1) -~ _- 
2 一 Hel2,1), (10-35) 


我 们 注意 到 ，2 的 微分 方程 类 似 于 传播 子 《 的 薛 定 朝方 
程 ,后 者 是 在 第 四 章 介绍 的 ,并 且 由 式 《4-25) 给 出 。 这 里 ,我 
们 可 以 把 它 重 写 为 


-~ HKC2, 1) 当 b> (10-36) 
£ 1» 


在 第 四 章 中 已 经 知道 ， 传 播 子 K(2, 1) 是 方程 (10-36) 的 格 
林 了 消 数 。 在 同样 意义 上 ,密度 矩阵 p(2, 1) 是 方程 (10-35 ) 的 
格林 函数 . 
于 只 包含 动量 和 坐标 的 简单 哈密 顿 量 ， 我 们 能 把 传播 
子 写 成 路 径 积 分 。 例如 , 若 哈密 顿 量 由 下 式 给 出 : 
22 
H= 
2m dx’ 


则 一 小 段 时 间 间 隔 i 一 4 一 8 传播 子 的 解 是 


m im (Xz — x1)” 
2, 1)= .| 了 (ta 
KC2, 1) 2rine 所 8 


一 二 ep (ea )|. (10-38) 


2 
将 其 代入 式 (10-36), 上 式 便 可 直接 证 明 ， 将 许多 式 (10-38) 


。29S 。 


(10-37) 


形式 的 传播 子 相 用 ， 并 取 了 时间 间隔 8 趋向 于 零 而 科 积 的 项 数 
变 为 无 限 大 的 极限 ， 我 们 便 得 到 了 描述 一 段 有 限时 间 的 传播 
子 的 路 径 积 分 。 用 同样 方式 可 以 得 到 方程 (10-34) 的 解 ， 在 
式 (10-38) 中 代 人 一 一刀， 便 得 到 无 限 小 间隔 ww 一 所 一 3 
的 解 。 即 


172 
x “Xi 0) 一 
RC 29 Ws tis ) 22 


?92 2 十 XL 
-一 | (xza 一 + 97 一 一 一 
直接 把 式 (10-39) 代 人 方程 (10-34)， 便 可 以 证 明 这 确实 是 
方程 (10-34) 的 解 . 

把 由 相继 的 4 值 定义 的 函数 组 合 在 一 起 的 规则 与 把 相继 
时 间 间 隔 的 传播 子 组 合 的 规则 相同 。 即 


kC2:1) 一 | 2, 3)KG3， Daxs, (10-40) 


由 方程 (10-33) 只 含 的 一 阶 导数 这 一 事实 也 可 得 到 上 述 结 
果 。 用 此 规则 可 获得 确定 *(2,1) 的 路 径 积 分 : 


R(x2, Hay Xi1s Hi) 一 | exp 全 -区 | 如 xi 一 £0 


i=0 


| dxi 
十 27CG)| 一 (10-41) 
在 , 妆 一 化 常数 a 变 成 
a = /2 (10-42) 


此 积分 是 在 间隔 ww, 一 妈 二 Ma 内 对 全 部 由 X12 x 的 路 径 进 
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行 的 ( 即 当 一 0 上 时，x; 一 2 当 让 二 NN 有时， x; 一 2) 
如 果 我 们 把 "路径 ”x(w) 看 成 一 个 函数 , 它 用 参数 * 表示 
坐标 ,再 把 导数 dx/awx 写成 上 ， 和 那么 这 次 推导 的 结果 是 


pP(xasxi) 一 | exp 1 证 


CD + Fe | du} Dr(u). (10-43) 


0 


这 是 一 个 很 令 人 高 兴 的 结果 ， 因 为 它 用 路 径 积 分 的 形式 
给 出 了 量子 力学 系统 的 全 部 统计 性 质 ， 却 不 到 处 出 现 表 示 量 
子 力学 特征 的 i. 《顺带 说 一 句 , 当 系 统 在 磁场 中 运动 时 ,就 不 
是 这 样 了 . ) 式 (10-43) 这 种 路 径 积 分 比 我 们 以 前 研究 过 的 复 
积分 更 容易 处 理 ， 并 且 更 容易 从 形象 上 理解 . 在 这 里 容易 看 
到 ;为 什么 某 些 路 径 对 积分 贡献 非常 小 ;因为 有 一 些 路 径 的 指 
数 非常 大 ， 于 是 被 积 函数 小 得 可 以 忽略 。 并 且 没有 必要 设想 
邻近 路 径 是 否 会 互相 抵 销 其 贡献 ,因为 在 肌 前 情况 下 ,所 有 贡 
献 都 是 加 到 一 起 的 ,只 不 过 其 中 有 的 大 ,有 的 小 吧 了 . 

在 任何 意义 上 说 ， 参 数 * 也 不 是 真实 的 时 间 . 它 只 不 过 
是 密度 矩阵 2 的 表达 式 中 的 一 个 参数 ， 然 而 ， 如 有 果 和 希望 利用 
我 们 想像 中 的 类 似 性 ,我 们 可 以 把 * 看 成 是 某 种 路 径 的 时 间 ， 
这 样 ,就 可 以 用 生动 形象 的 方式 叙述 式 (10-43) 给 出 的 结果 . 
我 们 的 作法 就 为 数学 表达 式 提 供 了 一 种 物理 类 比 。 我们 将 称 
zx 为 “时 间 ”, 但 加 上 引号 ， 用 以 提醒 它 不 是 真正 的 时 间 ( 尽 管 
* 确实 有 时 间 的 量 纲 ). 按 同样 方式 , 把 之 叫 速度 ”, 把 mx/2 
叫 动能 ”等 等 。 这 样 ; 式 4 10-43) 表明 ,温度 1/8 的 密度 矩阵 
由 下 述 方式 给 出 : 

考虑 所 有 可 能 的 路 径 或 者 说 运动 " ,由 于 这 些 运动 ,系统 
在 “时 间 ”P# 内 可 在 初 末 组 态 之 间 移 动 。 密度 和 矩阵? 是 每 个 
运动 贡献 的 和 ， 特 定 运 动 的 贡献 是 所 涉及 路 径 “能量 ”的 时 
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间 ” 积 分 除 以 坟 , : 
只 要 沽 菩 终 了 组 态 与 初始 组 态 相同 的 情况 、 并 对 所 有 可 
能 的 初始 组 态 求 和 ,就 可 以 推导 出 配 分 函数 . 


问题 10-1 证 明 , 由 谐振 子 组 成 系统 的 密度 矩阵 的 表达 式 为 
， 的 mow 1/2 P00 
P(x, *) 一 人 sinh ah) on -3 Crinh ws y: 
。 {Cx? + 2 )cosh wh 一 2xx"]|. C10-44) 
此 答案 可 以 与 问题 3-8 的 结果 比较 。 再 证 明 , 自 由 能 是 Arln[ 2sinh(#c/ 
2k7)]。 通 过 直接 计算 式 (10-2) 的 和 来 检验 这 后 一 结果 ， 


只 要 温度 不 太 低 《本 章 后 面 将 要 讨论 低 到 多 少 才 算 是 太 
低 )，B 坟 就 非常 小 。 这 样 ， 在 计算 配 分 函数 时 (2 == xa) ， 每 
一 路 径 从 x 开始， 在 非常 短 的 “时 间 ” 内 又 再 回 到 x.。 事实 


:上 ,路 径 不 大 可 能 球 移 到 离 x 很 远 ， 因 为 在 短 时 间 ” 内 移动 


很 远 再 回来 ,要求 “速度 ”很 高 和 “动能 ”很 大 。 对 于 这 种 路 径 ， 
在 式 《10-43) 中 出 现 的 指数 函数 变 得 小 到 可 以 忽略 ， 它 对 所 
有 有 路径 和 的 贡献 也 可 以 忽略 .在 这 些 情况 下 ,计算 V[x(w)] 所 
必须 考虑 的 路 径 x(w) 决 不 能 离 初始 点 x 太 远 。 于 是 到 一 级 
近似 , 我 们 可 以 对 所 有 路 径 写 下 V[x(w)] ~ 了 [xz]、 在 此 近 
似 中 ,势能 与 路 径 无 关 ,与 势能 有 关 的 指数 函数 可 以 放 到 积分 
号 的 外 面 。 这 样 ,对 于 温度 不 太 低 的 情况 ,我 们 有 


prisXi) 一 eT 


. r ezp| 一 站 £2(u) du | Br(u), (10-45) 


在 上 面 表 达 式 中 ， 路 径 积 分 就 是 自由 粒子 的 路 径 积 分 ， 


我 们 可 用 第 三 章 中 解 确定 自由 粒子 运动 传播 子 的 路 径 积 分 的 
同样 方法 来 解 上 式 。 结 有 果 是 
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Ser] es 
-2 exp 一 二 |. (04®) 


基 只 关心 配 分 现 数 ,出 可 入 tl 一 和。 发现 


p(X Xi) 一 | Ct eV (10-47) 
于 是 配 分 淫 数 是 此 表达 式 对 所 有 可 能 初始 组 态 x 的 积分 , 即 
: =- 一 mkT 6 一 Vixl) x _ 

z /mk Pre dz， (10-48) 


这 就 是 在 经 典 力 学 极限 情况 下 成 立 的 配 分 水 数 公 式 .。 它 
原来 是 玻 耳 兹 曼 作 为 经 典 力学 的 结果 而 推导 出 来 的 ( 差 一 党 
数 因 子 )。 在 更 复杂 (如 有 更 多 变量 ) 的 情况 下 ,经 典 配 分 疼 数 
只 是 两 个 因子 的 乘积 。 其 中 第 一 个 因子 是 上 路径 积 分 ， 它 是 把 
系统 中 所 有 粒子 看 成 自由 的 时 候 得 到 的 。 第 二 个 因子 称 为 组 
态 积分 , 它 就 是 exp( 一 8V) 的 积分 ,其 中 了 是 系 绕 的 势 , 它 与 
描述 系统 的 全 部 NN 个 变数 有 关 。 例 如 ，N 个 粒子 相互 作用 势 
为 V(X ,X22，-** ,XN)、 其 中 x 是 粒子 a 的 位 置 和 拓 量 ,所 需要 
的 积分 是 

| exp [一 BT(xz Kis ** ,XN)] dxd x * "dxy, 

当 系 统 中 粒子 在 时间”B# 内 桔 离 其 初始 位 置 不 太 远 时 ， 
配 分 函数 的 这 个 简单 形式 才 近 似 成 立 。 不 破坏 这 个 近似 的 条 
件 下 ， 粒 子 能 球 移 的 最 大 距离 可 由 式 《10-46) 估计 出 来 。 我 
们 看 到 ,着 终点 与 起 点 之 差 达 到 


Ar 一 一 二 一 ， (10-49) 


则 式 (10-46) 中 的 指数 函数 衰减 得 非常 厉害 ， 由 此 我 们 可 以 
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推断 ， 内 有 在 对 式 (10-43) 中 路 径 积分 没有 较 大 贡献 的 那些 
路 径 上 ， 中 间 点 才 可 能 离开 始点 和 终点 比 Ax 还 远 。 如 果 当 
x 移动 这 个 距离 时 ， 势 V(x) 变化 不 太 大 ， 那 么 经 典 绕 计 力 
学 成 立 . 

例如 ， 对 于 室温 下 原子 量 为 20 左右 的 典型 固体 或 液体 ， 
Ax 大 约 是 0.1A， 而 原子 间 的 距离 和 力 程 超过 一 两 个 埃 .这 
样 ,大 于 0.1 A 的 运动 对 密度 矩阵 没有 贡献 , 而 在 运动 不 达到 
两 个 埃 的 量 级 , 势 函数 是 不 发 生变 化 的 。 显 然 , 经 典 力学 对 这 
种 物质 足够 用 了 . 

所 有 固体 ,液体 、 气 体 之 间 的 神秘 转化 通常 都 处 于 经 典 统 
计 力 学 成 立 的 范围 之 内 ， 这 些 过 程 的 数学 解释 都 包含 了 计算 
exp(《 一 BV) 对 所 有 原子 坐标 积分 的 问题 。 大 量 的 种 种 现象 及 
其 特点 只 来 源 于 一 个 积分 乍 一 看 来 令 人 奇怪 。 直 到 弄 明 白 了 
这 个 积分 是 一 个 变量 数 自 大 得 惊人 的 多 重 积分 为 止 ， 我 们 通 
常 做 积分 的 经 验 都 是 来 自 只 包含 一 个 《 顶 多 几 个 ) 变量 的 积 
分 ， 这 当然 不 能 使 我 们 对 于 当 变 量 数目 趋向 无 限 大 时 可 能 出 
现 的 几乎 是 本 质 上 的 差别 有 所 准备 ， 

固体 或 液体 或 冷凝 气体 理论 问题 的 魅力 就 像 这 个 多 重 积 
分 的 性 质 那样 有 一 种 方式 ,用 这 种 方式 ,许多 简单 系统 的 简单 
描述 ,一 旦 大 量 地 重 又 在 一 起 就 会 产生 这 样 多 的 现象 ， 要 看 
出 系统 之 间 的 配合 如 何 能 导致 这 样 的 结果 实在 是 对 想像 力 的 
一 个 挑战 。 对 于 许多 这 类 效应 ， 容 易 得 到 一 个 粗略 的 定性 解 
释 ， 但 是 定量 地 处 理 这 些 间 题 依然 是 对 理论 物理 学 家 有 吸引 
力 的 问题 ， 

有 一 些 重要 的 统计 现象 出 现 于 经 典 近 似 不 适用 时 .在 这 
种 情况 ， 多 重 变量 与 量子 力学 复杂 概念 混在 一 起 带 来 更 大 的 
挑战 。 

严格 地 讲 ， 式 《10-48) 比 纯 经 典 统计 力学 包含 的 信息 稍 
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多 一 些 。 积 分 前 的 系数 中 出 现 可 以 表明 这 一 点 ， 经 典 力学 
不 可 能 完全 确定 配 分 函数 ,只 能 定 到 差 一 个 不 定 的 常数 因子 . 
于 是 , 配 分 函数 的 对 数 确定 到 只 差 一 个 相 加 常数 ， 这 意味 着 ， 
在 自由 能 的 表达 式 中 会 出 现 一 个 正比 于 了 的 项 ， 在 燃 的 表示 
式 中 会 出 现 一 个 相 加 常数 。 这 个 常数 有 时 称 为 化 学 常数 ， 只 
有 在 算出 量子 力学 解 之 后 才能 完全 求 出 它 。 


10-3 ”量子 力学 效应 


”我们 已 经 叙述 过 ， 有 一 些 情 况 经 典 方法 不 再 适用 。 对 于 
这 些 情 况 ， 势 函数 中 必须 包含 一 些 由 沿 着 “路 径 ” 运 动 所 带 来 
的 变化 。 在 这 一 节 中 ,我 们 将 计算 当 计 人 粒子 的 运动 时 , 势 的 
一 级 效应 . 

”在 密度 矩阵 的 表达 式 (10-43) 中 ， 不 用 常数 值 V(x,) 作 
为 了 (xz) 的 近似 ， 我 们 可 以 把 V(x) 在 x 附近 做 泰勒 展开 . 
然而 应 该 注意 ， 如 果 我 们 选择 在 下 式 给 出 的 平均 位 置 附近 展 
开 , 那 么 不 仅 可 以 省 事 ,而 且 还 可 以 提高 精度 ， 


. 1] [Bn 

XE 一 六 | x(u)du, (10-50) 
此 式 是 对 任何 特定 路 径 定义 的 。 可 以 用 每 条 路 径 的 平均 位 置 
来 表示 其 特征 ,还 可 以 对 所 有 这 种 位 置 完成 积分 ,而 不 是 像 在 


式 (10-48) 中 所 做 的 那样 对 所 有 初始 位 置 x; 积分 .用 此 法 , 配 


z 一 人 生 人 加 (到 全 2 
十 | V[x(u)] du ) Dx(n). (10-51) 


在 这 个 表 式 中 ， 选 择 路 径 要 满足 两 个 条 件 : (1) 式 (10-50) 
给 出 的 * 辕 定 ; 《2) 始末 点 相同 (这 意味 着 ,对 所 有 路 径 积分 
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也 包括 对 所 有 端点 x 的 积分 ). 
使 用 V(x) 在 * 点 附近 的 泰勒 级 数 展 开 式 发 现 ， 


| V[xCu)]au 一 8 了 (2) 十 | [z(z) — #]V'(#)du 
十 六 | [x(u) — xX] V(x)adu. (10-52) 


根据 式 (10-50)， 上 式 右边 第 二 项 是 堆 。 于 是 通过 在 平均 位 
置 附近 展开 ,我 们 得 到 了 一 个 表达 式 , 它 的 头 一 个 非 零 修 正 项 
是 二 阶 的 。 用 此 展开 式 并 且 不 包括 高 于 二 阶 的 项 ， 我 们 得 到 
配 分 函数 


Z 之 | CE 一 8 (0 和 | exp (| 全 x 
十 [x(#) 一 z]?7“(z) | < ) Bxr(u). (10-53) 


此 式 中 的 路 径 积 分 不 同 于 我 们 以 前 在 一 种 特定 情形 中 的 


经 验 ， 式 (10-50) 限制 了 积分 求 值 的 路 径 ,为 现在 的 目的 ,可 
以 把 式 (10-50) 再 简写 为 


BA 
| (x — xX)du = 0. 
0 


作 代 换 y 一 x 一 x， 并 用 ?作为 路 径 坐 标 ， 于 是 给 出 限制 的 
形式 为 


yao, 
而 路 径 积 分 本 身 变 成 
je 
名 OO] | Dy). (10-54) 


这 个 路 径 积 分 的 被 积 函 数 与 谐振 子 的 一 样 ， 其 频率 由 
o2 一 一 V"(0)/m 给 出 ， 
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现在 我 们 用 下 述 方式 把 限制 加 到 这 个 路 径 积 分 上 。 我 们 
把 整个 路 径 积分 乘 以 5 函数 5 ( |”Ydu)， 为 了 在 路径 积分 中 
间 处 理 这 个 5 函数 ,我 们 把 它 用 其 傅 里 叶 变 换 式 来 表示 : 

一 人 exp (1kx LL 
6(%) | p( ) 2 9 
把 式 (10-54) 写成 
” dk (mT 1 
| 2 1. | 
EA 773 2 1 re 4113 " _ 
| (2 十 了 4 + iky ) du| Dy(u),. (10-55) 
在 此 形式 中 ， 路 径 积分 包括 了 式 (10-50) 中 的 限制 ， 所 以 我 
们 可 以 直接 用 标准 的 路 径 积分 技术 获得 所 要 的 解 . 注意 到 ， 
如 果 把 mw 和 VvV" 解释 为 虚 量 ， 那 么 现在 这 个 路 径 积 分 的 被 积 
疯 数 与 受 迫 谐 拓 子路 径 积 分 的 有 同样 形式 .。 然而， 我 们 只 考 
虑 了 ”很 小 的 情形 ， 并 可 以 在 任何 方便 的 场合 采用 只 包含 
”一 阶 项 的 近似 . 

问题 10-2 应 用 第 三 章 的 方法 ,特别 是 用 式 (3-66) 解 这 个 路 径 积 

分 . 记 住 ;此间 题 中 有 关 的 路 径 的 初 末 点 相同 , 完成 这 个 路 径 积 分 需要 


求 遍 这 个 点 的 所 有 值 。 最 后 ,对 所 有 大 值 做 这 个 积分 ,以 便 得 到 如 下 的 
解 (近似 到 V” 一 阶 ): 


常数 x |: 一 人 va)|. (10-56) 


由 问题 10-2 的 解 中 得 到 的 配 分 函数 最 好 写成 下 面 形 式 
《到 7 ”一 阶 成 立 访 


Z 一 7 | exp 1—# | (x) 十 2 v"(z)|} dx. 


(10-57) 
这 里 ， 直 接 与 经 典 结果 式 (10-48) 比较 ， 就 可 以 求 得 未 知 稼 
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数 ， 由 此 结果 可 见 ， 这 个 配 分 函数 与 经 典 假设 下 推导 出 的 有 
同样 形式 、 唯 一 的 差别 是 势 中 加 了 一 个 修正 项 ， 这 个 修正 项 
是 (8 天/24m) 了"(Gz) ,从 它 包含 了 营 朗 克 常 数 志 这 一 点 可 见 
它 的 性 质 显然 是 量子 力学 的 . 

问题 10-3 证 明 ， 对 于 在 三 维 空间 中 运动 的 许多 粒子 (我 们 用 下 
角 标 来 区 别 它 们 ,于 是 第 ;个 粒子 的 质量 是 mw) 系统 ,对 势能 的 修正 是 


B57? 1 i117 
人 量 10—58 
7 之 ,元 vv. (10-58) 


实际 上 ,这 个 计算 结果 不 是 很 有 用 的 。 在 多 数 问题 中 ,全 
如 ,在 气体 分 子 碰撞 问题 中 ,在 小 距离 处 势能 非常 迅速 地 增 
加 ,因此 有 剧烈 的 排斥 ,在 这 种 情况 ,二 阶 导数 非常 大 。 当 情 
况 不 是 这 样 时 ， 上 面 的 公式 还 可 以 有 茶 些 应 用 ， 这 个 公式 有 
一 个 好 处 ,容易 把 它 推广 到 更 高 精度 的 情形 ， 


交 有 10-4 证 明和 分 汪 雪 的 到 阶 的 修正 包 合 下 甸 的 因子 
-D+ : 


8 X 720m 


Bh 
”24X48 
上 面 我 们 已 经 看 到 ， 计 算 经 典 公式 (10-48) 中 那样 的 配 
分 函数 ,可 以 表现 出 量子 力学 效应 ,但 不 是 使 用 真实 势 V(x)， 


而 是 使 用 修正 势 了 十 -2 rw"'。 这 一 点 提醒 我 们 该 进一步 斌 


图 寻找 某 种 可 能 是 更 好 的 等 效 势 U(z)， 当 用 它 在 经 典 公 式 
(10-48) 中 代替 真实 势 也 时， 会 成 为 描述 出 正确 量子 力学 配 
分 函数 的 一 个 好 的 近似 。 我 们 由 下 面 精确 表达 式 开始 : 


Z 一 | exp [—8V(Cx)] | exp ( 己 ) | Zadu 


0 


zw + i} 


一 二 | {VIxC)] — VB). (10-59) 
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我 们 可 以 把 这 个 表达 式 的 路 径 积 分 看 成 是 表示 函数 exp (f) 
在 路 径 x(x) 上 的 平均 值 , 式 中 


1 一 一 人 fy[z(o] 一 V[#]) 2， (10-60) 


这 里 的 平均 过 程 是 按 权重 函数 exp | 一 (m/2#) | zau| 计算 
的 。 如 果 我 们 用 平均 什 的 指数 来 代替 指数 的 平均 信 , 即 
《ef ~— et, (10-61) 
那么 我 们 知道 误差 为 f 的 二 阶 量 ,或 更 准确 地 说 , 误差 是 《1》 
和 《P) 之 差 的 量 级 ， 到 第 十 一 章 ,我 们 会 看 到 ,可 以 确定 这 个 
误差 的 符号 , 即 左边 的 大 于 右边 的 ， 
我 们 可 以 获得 f 对 每 一 个 值 的 平均 值 , 即 


《1 一 二 | exp (各 1， td ) 


| VII — VI} a Dx(u), (10-62) 


其 中 我 们 限定 路 径 必 须 回 到 它 的 出 发 点 ， 并 满足 由 式 (10- 
50) 中 的 定义 给 出 的 积分 约束 . 为 了 计算 这 个 路 径 积 分 ,我 
们 定义 某 个 有 关 但 略 有 不 同 的 路 径 积 分 


‘jee (se) 


x {VIz+ 9)] — VEZ]}DY (udY, (10-63) 

其 中 路 径 7(x) 服从 下 面 的 限制 : 
yO) 一 XB6) = YY, | yds 0 (10-64) 
现在 1(#) 与 + 无关。 利用 下 面 的 论述 我 们 可 以 看 出 这 
一 点 。 假 设 积 分 中 每 一 条 路 径 不 是 长 度 有 限 的 路 径 ， 而 是 其 
周期 为 Bh 的 周期 路 径 中 长 为 6# 的 一 段 ,如 图 10-1 所 示 。 考 
虚 全 部 这 样 路 径 组 成 的 一 族 路 径 中 的 两 个 ， 一 个 是 7(z)、 而 
另 一 个 是 34 十 放 一 9)， 如 图 10-2 所 示 。Y(2) 在 :一 三 


s 305 。 


HF I re ee eb ee 


图 10-1 所 有 路 径 在 上 一 85 时 刻 加 到 其 初始 值 (= 二 0 时刻 的 
值 ), 可 以 认为 它们 是 周期 为 B 直 的 周期 路 径 中 8 下 长 的 一 段 


图 10-2 假设 图 10-1 廊 示 的 * 导 期? 路径 之 一 多 蕊 在 上 一 扣 时 

刻 有 值 y,(z.). 于 是 所 有 “周期 ”路 径 的 集合 必然 包含 同样 的 

路 径 , 它 只 是 向 左 渭 动 了 一 段 距离 志 , 即 ykt 十 11), 它 在 其 自 

变量 为 零 处 有 这 个 同样 的 值 。 对 所 有 这 类 路 径 平 均 的 路 径 积 
分 的 结果 必然 与 轴 上 初始 点 的 选择 无 关 
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时 刻 到 达 的 值 是 (7，? (CD 在 其 自 变 量 为 零 时 也 达到 这 个 
值 ,就 是 说 ，y.(0) 一 y(1,)， 而 且 , 对 于 任何 其 他 点 1;:， 这 族 
路 径 中 必 有 一 个 类 似 函 数 y(z)， 使 y;:(0) 一 y(4) 成 立 , 并 
且 所 有 这 样 的 路 径 对 下 式 都 有 相同 的 贡献 : 


Bh ， 
| ydu, 
0 


当然 ， 所 有 这 些 令 述 可 用 于 路 径 积分 中 包含 的 每 个 路 径 。 这 
样 我 们 看 到 ,在 遍及 全 部 路 径 兴 z) 的 路 径 积 分 由， 我 们 随意 
令 : 一 0 并 没有 损失 什么 ,这 等 于 是 说 ,积分 与 上 无关. 

问题 10-5 ”应 用 问题 10-2 所 概述 的 方法 证 明 ，K> 和 1(#) 的 关 
系 如 下 : 


(= /a | VG + Y) 一 Ce] 


. exp (一 a ) dy = 人 好. (10-65) 


若 我 们 把 这 种 近似 的 配 分 函数 记 为 Z', 而 把 属于 它 的 交 
姆 起 兹 自由 能 记 为 F', 则 2 一 exp( 一 8F')。 应 用 问题 10-5 
的 结果 以 及 式 (10-61), 我 们 有 


Z 一 | exp{— B[V (Cz) 十 TCD 
| exp (于 | du ) Dx(u). (10-66) 


式 (10-66) 中 出 现 的 路 径 积 分 是 式 (10-46) 中 计算 过 的 
积分 。 于 是 我 们 可 以 写 出 


"A | c -8000d2， (10-67) 


其 中 


_ ” ~ 6y°m 12m 
U(x) = 一 |. a 二 J )exp (— 5 dy T2728 (10- -68 ) 
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而 项 了 (z) 已 抵 销 掉 了 . 

这 些 结果 意味 着 我 们 可 以 用 经 典 方式 [ 即 用 与 式 (10- 48) 
类 似 的 表达 式 1 计算 近似 自由 能 F'， 并 且 只 要 我 们 用 由 式 
(10-68) 定义 的 等 效 势 而 不 用 V(x), 我们 就 会 得 到 好 的 近似 
结果 .附带 我 们 注意 到 ,等 效 势 与 温度 无 关 . 

此 等 效 势 是 V(x) 以 高 斯 型 式 对 x 附近 的 点 平均 之 后 
的 平均 值 ， 其 中 高 斯 权重 函数 的 均 方 展 宽 〈 即 标准 俞 壮 ) 是 
《8 姑 2/12m)， 而 且 ， 如 果 我 们 继续 跟踪 上 述 近似 中 所 包含 的 
各 种 偏差 ,就 会 发 现 ,近似 自由 能 F' 要 超过 真实 自由 能 ;其 
细节 将 在 下 一 章 式 (11-9) 及 以 下 段 洲 讨论 . 

问题 10-6 证明, 着 将 关系 式 (10-68) 中 的 Vv 作 泰勒 展开 ， 则 它 
会 变 成 式 (10-57) 中 的 “修正 ” 势 ( 即 那个 等 式 指 数 的 变量 )、 

问题 10-7 把 上 述 近 似 用 于 谐振 子 ， 检 验 其 是 否 成 立 ， 谐 振子 目 


由 能 的 精确 值 是 
. 玉 cw 
Peract = RTIn (2sinn 2 ): : (10-69) 
用 近似 势 V 计算 自由 能 的 近似 值 . 证 明 ， 
mew? 2 日 天 _ 
?+ ‘190770) 
以 及 
nf sw 《#co) 
Fupvror = KT!1 ( S ) + -2 。 (10-71) 


对 于 各 种 频率 值 ,确定 自由 能 或 最 好 确定 自由 能 与 47 的 比 . 这 一 点 提 
示 我 们 ,例如 ,对 于 比值 #1KT 应 当 采 用 1、2、4 等 数 . 证 明 ， 正 如 所 
料 ，7 大 于 F， 并 且 当 温度 降低 时 ,误差 变 大 . 注意, 即使 我 们 离开 经 
典 区 域 还 非常 远 ( 例 如 , 当 比 值 jw/k7 一 2 时 ， 系 统 处 于 基态 的 几率 是 
85%), 近 似 结果 仍 出 平 预 料 地 接近 真实 结果 . 


把 这 些 结果 与 经 典 近 似 得 到 的 结果 进行 比较 ， 经 典 近似 
中 ,自由 能 是 ATin \ 太 /TD)， 这 些 结果 将 显示 出 2F/5 的 
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值 ; 如 下 面 的 比较 表 所 未 。 


不 co RT 1 
.准确 值 0.08266 0.9906 

本 近似 0.08333 1.0264 

经 典 近 似 0.00000 0.6931 


10-4 多 变量 系统 


当 系统 有 几 个 变量 时 ,除了 由 于 考虑 对 称 性 而 引起 的 某 
些 特殊 问题 以 外 。 从 我 们 已 经 研究 过 的 方法 直接 推广 就 可 以 
获得 描述 系统 的 公式 ， 

液 务 “作为 例子 ， 考 虑 寻找 波 氮 的 配 分 函数 的 问题 . 
设 及 个 全 同 原子 ,每 一 个 的 质量 为 m， 限 制 在 某 体积 之 内 . 
进一步 设 , 原 子 通 过 势 V(r,,) 两 两 相互 作用 。 这 个 势 在 大 距 
离 处 是 弱 吸 引 ， 而 在 近 距 离 处 是 非常 强 的 排斥 ， 适 应 上 述 想 
法 ,我 们 可 以 把 V(r ) 想像 为 硬 势 , 即 

V(r) 一 {° 7 一 4 ~2.7A, (10-72) 
Co 7* < 4 
这 种 系统 的 拉 氏 量 有 下 述 形式 : 


L = D7 Ro DD Vr) (10-73) 
f jf 
这 意味 着 配 分 函数 是 


z=- | asRCO) | exp 人 对 | [RD a 


+ 二 并 人 V [RD) 一 Ro(CD]4| BRG). 


| (10-74) 
在 这 最 后 的 表达 式 中 ,符号 avR 代表 aR, aR, “”?° oRn. 类 
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似 地 ，gB*R 的 含意 是 RRR，WR,:…. BRRy， 我 们 假设 ,所 
有 路 径 积分 都 取 在 符合 条 件 : Ri;(0) 一 RR;(8) 的 那些 初始 点 
R,(0) 和 终止 点 R,(86) 之 间 。 

我 们 在 式 (10-74) 中 已 写 出 的 形式 实际 上 是 不 正确 的 . 
上 面 所 提 到 的 对 称 性 的 某 些 性 质 会 影响 这 一 结果 .这 个 特征 
是 全 同 粒 子 量子 力学 的 重要 性 质 之 一 。 在 第 一 章 中 我 们 叙述 
过 ,如 果 事 件 以 两 种 不 可 分 辨 的 方式 发 生 , 那 么 两 种 方式 对 应 
的 几率 幅 要 相 加 。， 特 别 是 , 当 我 们 处 理 不 可 分 辩 粒 子 时 ,对 于 
任何 事件 总 有 另 一 种 方式 也 可 以 实现 同样 条 件 ( 即 两 个 粒子 
互相 交换 )， 在 此 情况 下 ,对 应 于 粒子 已 经 交换 和 没有 交换 的 
几率 幅 必 须 相 加 .。 〈 这 种 要 加 规则 适用 于 玻 色 子 。 对 于 费 米 
子 , 由 于 粒子 的 奇 置换 所 引起 两 种 情况 的 几率 幅 应 相 减 .) 普 
通 的 氮 原 子 是 质量 数 为 4 的 同位 素 ， 它 包含 6 个 粒子 : 2 个 
质子 , 2 个 中 子 , 2 个 电子 。 这 意味 着 氮 原 子 是 玻 色 子 ， 粒 于 
交换 的 几率 幅 相 加 .。 《例如 ,我 们 可 以 说 ， 玻 色 子 遵从 对 称 统 
计 , 而 费 米 粒子 遵从 反对 称 统计 .) 

为 了 看 到 这 种 几率 幅 的 相 加 是 怎样 发 生 的 ， 至 少 对 氮 原 
子 来 说 ,我 们 可 以 遵循 下 面 这 条 路 线 : 在 终 态 中 ,原子 相互 间 
无 法 分 辨 。 这 样 ， 尽 管 终 了 时刻 所 呈现 出 的 原子 组 态 可 能 与 
初始 时 刻 的 相同 ,但 某 些 原子 的 实体 可 能 已 经 交换 了 。 

例如 ， 我 们 把 一 个 原子 标记 为 1， 它 从 位 置 x(0) 开始 ， 
我 们 已 经 假设 至 少 有 某 个 原子 在 终了 时 处 于 这 同一 位 置 ， 即 
对 于 某 个 原子 , x+(8) 等 于 x.(0)， 然而 ,可 能 不 是 原 于 1 终止 
于 这 个 特定 位 置 、 原子 1 可 能 跑 到 原子 2 的 初始 位 置 去 了 ， 
例如 说 +2(0)， 而 同时 原子 2 跑 到 原子 1 的 初始 位 置 。 即 在 
终了 组 态 中 :原子 1 和 2 可 能 交换 了 位 置 。 

为 了 按 最 一 般 的 方式 描述 这 一 情况 ， 让 Px; 表示 初始 位 
于 x; 的 原子 之 间 的 其 一 置换 。 于 是 ， 例 如 在 原子 1 和 2 交 
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换 \ 而 其 他 保持 其 原来 位 置 的 情况 下 ,我 们 应 有 
Pri = x2, Px 一 Mi Prs = Xo", Prn = XN ** 
(10-75) 
通常 , 终 态 可 以 是 初始 态 的 任何 置换 : 
xi(B) = Px(0). (10-76) 
于 是 为 了 构造 完整 的 几率 幅 , 几 率 幅 的 选择 必须 对 所 有 NN! 个 
可 能 的 置换 求 和 ， 因 为 每 个 置换 都 代表 一 种 可 能 性 .者 我 们 
对 所 有 可 能 置换 平均 ， 则 归 一 化 是 恰当 的 . 对 于 对 称 统计 这 
样 得 到 的 规则 表明 , 式 (10-74) 必须 换 成 


一 上 Sa 
Z Ni 之 ROO) 


PRi‘0) | 2 BA 。 1 
* 一 一 R dt 一 一 
| ep 让 之 | | 2 记 


R,wo) 7 0 
2 > V [Rs) — Ri 1al BNR(), (10-77) 
其 中 了) 意味 着 对 所 有 置换 P 求 和 . 


如 果 我 们 处 理 的 是 费 米 子 , 例 如 有 三 个 核子 的 氨 同 位 素 ， 
那么 还 必须 包括 一 个 额外 的 因子 十 1， 对 侦 次 置换 取 正 号 ,对 
奇 次 置换 取 负 号 。 在 结果 中 还 应 有 某 些 另外 的 性 质 与 原子 自 
旋 有 关 ， 

用 下 述 方式 可 以 详细 推导 出 式 (10-77)。 对 于 毛 4 原 
子 。 两 个 原子 从 位 置 a 和 4。 出 发 到 达 位 置 c 和 4 的 量子 力学 
几率 幅 是 

K(c,asd,b) + K(d,a;c ,6) (10-78) 

(各 种 可 能 的 终 态 的 几率 幅 相 加 ,因为 这 些 状 态 互相 之 间 无 法 

分 辨 )， 在 这 个 表达 式 中 ，K(c,a; 4,5) 是 一 个 粒子 由 < 到 
c 而 另 一 粒子 由 2 到 2 的 复合 几率 幅 . 

因为 粒子 是 不 可 分 辩 的 ,它们 的 对 称 性 质 意 味 着 ,最 终 在 
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点 < 和 4 找到 两 个 粒子 的 几率 幅 必 然 是 c 和 4 的 对 称 函 数 。 
也 就 是 波 函数 4(c,d) 必然 是 变量 +r,。 和 7。 的 对 称 函 数 , 即 
bec, da) = 4(d,c). (10-79) 
如 果 粒 子 是 费 米 子 ， 那 么 波 函 数 必须 是 这 些 位 置 的 反对 称 函 
数 ， 
包含 多 个 粒子 时 ,这 个 规则 可 以 直接 推广 , 即 
J(1:2, 3 N) 一 小 1:3: 2 ,N) 
= (1l,2,4,...,N)= ..., (10-80) 
这 个 一 般 规则 的 最 简单 陈述 是 波 孙 数 必须 是 对 称 的 (对 于 费 
米子 。 必 须 是 反对 称 的 )。 尽管 苹 定 谓 波 动 方程 还 有 男 一 些 
解 ， 自 然 界 中 却 只 出 现 对 称 解 与 反对 称 解 。 因 此 , 在 式 (10- 
2) 定义 配 分 函数 的 求 和 中 , 我 们 不 希望 对 哈密 顿 量 的 所 有 能 
量 本 征 值 求 和 (这 些 值 是 解 Hq$s 一 Ed 得 到 的 )， 而 是 只 对 
波 函 数 6, 是 对 称 函 数 的 那些 EE, 求 和 .。 式 (10-28) 所 定义 
的 密度 矩阵 p(x ,x+) 没有 考虑 所 包含 N 个 原子 的 统计 性 质 ， 
我 们 怎样 才能 把 这 个 和 约 化 为 只 包括 对 称 波 函数 的 和 ? 
为 了 达到 这 种 约 化 ， 我 们 使 用 下 述 技巧 。 首先 我 们 注意 
到 ,如 把 所 有 变量 置换 ,再 把 所 得 的 函数 加 在 一 起 ， 则 由 任何 
函数 都 可 以 构造 出 一 个 对 称 函 数 。 即 对 任何 函数 f(x;, x2) 组 
合 Hx,x2) 十 f(x2,x1) 就 是 一 个 对 称 函数 。 由 此 推出 , 对 于 
任何 波 函 数 由 xi zxw)， 函 数 


$xi) = >) plPxi) (10-81) 


是 对 称 的 。 而 若 $.(xi) 是 薛 定 谓 方程 的 解 ， 则 由 式 《10-81) 
定义 的 $n(xi) 也 是 解 ， 因 为 对 于 坐标 交换 哈密 顿 量 是 对 称 
的 ,所 以 每 一 个 交换 形式 ge(CPx) 是 一 个 解 ， 于 是 它们 的 和 也 
”是 解 。 


某 些 能 量 本 征 值 BE。 有 对 称 的 本 征 函 数 中 有 些 则 没 
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有 ， 若 Ei 是 没有 对 称 解 的 薛 定 雇 方程 本 征 值 , 则 和 
>) pai(Px) 


必然 等 于 零 ,因为 它 若 不 等 于 零 , 它 必然 是 能 量 为 Ei 的 对 称 
解 。 这 个 结论 意味 着 式 (10-81) 定义 的 算 符 恰好 选择 了 那些 
有 对 称 波 函 数 的 解 。 所 有 其 他 的 解 都 为 零 。 若 $,(x) 是 对 称 
的 , 则 $,《Px) 等 于 它 ,因为 置换 NN 个 原子 有 NN! 种 方式 , 所 以 
我 们 有 : : 

5 papx,) {NC 若 bn 是 对 称 的 ， (10-82) 
P 一 0 ”若是 不 对 称 的 . 

这 些 结果 给 出 了 上 面 问题 的 答案 。 现 在 我 们 可 以 从 定义 

密度 矩阵 的 和 中 选 出 适用 于 对 称 态 的 那些 特定 元 。 因 此 ， 


all 


>, oPr', *) — D) >) palPr')GF Ce) em 


一 NI D>) bulx’)P* (Cx) eesn 


= Ni1psym(x’,*). (10-83) 
这 就 是 在 式 (10-77) 定义 对 称 统计 的 配 分 通 数 时 ,我 们 置换 
所 有 粒子 并 除 以 N! 的 原因 。 得 到 的 配 分 函数 相应 于 


sy 
| pao xo)dnao 一 Ziym — > es。 (10-84) 


我 们 现在 指出 式 (10-77) 的 某 些 特性 ， 在 高 温 时 ， 我 们 
将 期 望 有 配 分 函数 的 经 典 解 ， 其 中 任何 量子 力学 效应 都 不 明 
显 . 我 们 暂时 不 管 势 的 影响 ,而 只 考虑 一 个 原子 从 其 初始 点 
运动 到 距离 为 4 的 男 外 茶点 带 来 的 影响 ， 在 式 (10-77) 的 路 
径 积 分 中 ， 这 是 从 初始 点 Ri(0) 到 置换 后 的 位 置 PR,(0) 的 
运动 ， 并 且 这 个 特定 置换 对 所 有 置换 和 的 贡献 正比 于 
exp( 一 md《T/2 声 )， 因 而 ， 它 随 着 温度 的 增加 或 原子 间距 离 
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的 增加 而 减少 。 因 此 ,除非 原子 异常 紧密 地 育 在 一 起 ， 否 则 ， 
求 和 中 只 有 一 项 是 最 重要 的 ， 即 把 所 有 原子 留 在 它们 原来 位 
置 上 的 恒 等 置 换 , 与 之 相 比 , 求 和 中 任何 别 的 置换 都 是 不 重 坚 
的 ， 即 使 是 最 简单 的 两 个 原子 间 的 交换 ， 若 我 们 顾及 势 的 影 
响 ,在 液态 氨 中 , 势 在 距离 原子 中 心 2.7A 的 范围 内 急剧 地 增 
加 ,那么 没有 哪个 原子 间距 小 于 此 值 的 组 态 是 重要 的 ， 

因为 只 有 恒 等 置 换 对 求 和 作出 有 意义 的 贡献 ， 所 以 我 们 
要 考虑 的 问题 就 只 有 因子 1/N!1 了 。 在 经 典 热力 学 的 早期 ,人 
们 已 认识 到 , 当 处 理 全 同 粒子 时 ,这 个 因子 是 方便 的 ， 但 是 并 
没有 完全 理解 其 意义 。 当 研究 几 种 不 同 原子 的 系统 时 ， 它 对 
化 学 常数 的 影响 称 为 混合 灶 ， 

随 着 温度 下 降 ， 指 数 因子 exp( 一 mad%T/2 坟 ) 所 引起 的 
移 到 新 的 终了 位 置 的 不 利 影 响 越 来 越 小 ， 这 意味 着 ， 在 极 低 
温 庶 下 ,有 些 新 的 项 对 名 种 置换 的 和 变 得 重要 了 。 当 然 ,必须 
包括 量子 修正 ;并 且 我 们 已 经 看 到 ,作为 一 阶 近 似 ， 把 势 V 换 
成 修正 势 UO， 就 可 以 包括 量子 修正 了 。 随 着 温度 降低 ， 大 约 
在 2.3 或 2.4K 附近 , 液 氨 的 比 热 开 始 稍 有 增加 ， 


问题 10-8 ” 液 氨 的 密度 是 0.17 克 / 厘 米 ". 如 果 在 某 温度 下 徽 扰 
项 开始 在 描述 液 氨 性 质 中 起 重要 作用 ， 试 估计 此 温度 的 数量 级 . 


年 一 看 ， 人 们 不 会 期 望 复杂 的 原子 交换 总 是 重要 的 。 原 
子 每 次 移 到 其 相 邻 位 置 时 。 都 必须 计 及 包含 了 间距 的 指数 因 
子 。 若 我 们 称 这 个 因子 为 y。 则 当 > 个 原子 移 到 邻近 点 时 , 必 
然 包 含 y 因子。 并 且 因 为 在 任何 温度 下 , ?一 定 小 于 1, 所 以 
当 大 时 ,入 变 得 很 小 。 我 们 一 定 会 想到 ， 当 "接近 每 立方 
厘米 液 氨 约 102 个 原子 的 某 适 当 部 分 时 , 像 ”那样 因子 的 贡 
献 必然 是 无 限 小 。 然 而 ,这 种 看 法 没有 考虑 到 下 述 事实 ;对 于 
r 个 原子 间 的 置换 ,有 +! 个 可 能 置换 数 ， 而 这 个 数目 是 巨大 


» 314% 


的 ,于 是 ,一 个 特定 置换 虽然 权重 很 小 ， 但 涉及 的 数目 很 大 ， 
后 者 的 影响 抵 销 了 前 者 . 

描述 液 迄 过 程 中 出 现 的 另 一 个 问题 与 所 涉及 的 置换 的 类 
型 有 关 。 任 何 置换 都 可 以 描述 为 一 些 环 ,如 1-4、4-7、7-6、 
6-1 是 一 个 环 。 是 长 环 重 要 还 是 短 环 重要 ? 细致 的 估计 表 
明 , 在 中 等 温度 时 ， 只 有 两 个 原子 之 间 的 简单 交换 是 重要 的 . 
然后 , 随 着 温度 的 下 降 ,三 原子 环 变 重 要 了， 然后 是 四 原子 环 
也 变 重 要 了 等 等 。 但 是 突然 地 ,在 荣 临 界 温度 ,特长 长 度 工 的 
环 的 小 数值 y* 被 其 极 巨大 的 数目 补偿 。 在 此 温度 下 ,重要 的 
环 变 得 非常 长 ,几乎 包括 了 容器 内 的 所 有 原子 。 在 这 一 后 , 比 
热 与 温度 曲线 呈现 出 不 连续 性 在 此 温度 以 下 ， 液 体 氨 的 性 
质 异 常 奇怪 。 它 能 毫 无 阻碍 地 低速 流 过 非常 细 的 管子 。 它 会 
激 起 无 限 的 导热 性 等 等 。 这些 奇异 特性 是 量子 力学 现象 ， 具 
体 讲 ， 它 是 原子 互 换 引起 的 各 种 可 能 的 几率 幅 之 闻 构 成 干涉 
的 结果 。 定 量 地 ,要 分 析 恰 在 此 相 变 温度 时 比 热 性 质 的 细节 ， 
现在 还 不 具备 非常 坚实 的 基础 。 但 是 这 个 相 变 的 定性 原因 是 
请 楚 的 ”. 

对 于 费 米 子 ， 比 如 He ， 与 式 (10-77) 类 似 的 公式 也 容 
易 写 出 。 然而, 液 He 情况 中 , 势 的 影响 很 难以 精确 方式 进行 
定量 计算 .其 原因 是 , 某 环 对 置换 和 的 贡献 是 正 还 是 负 , 取 决 
于 此 环 长 度 工 中 原子 数目 是 奇数 还 是 偶数 ， 在 低温 下 ， 例 如 
L 一 51 和 上 = 52 的 环 , 其 贡献 几乎 相等 但 符号 相反 ， 因 此 
它们 几乎 抵 销 ， 计 算 这 些 项 之 差 是 必要 的 ， 而 这 就 要求 非常 
细致 地 分 别 计算 每 一 项 ， 一 个 交叉 级 数 由 一 些 数值 缓慢 减少 
的 大 项 组 成 , 当 无 法 得 到 每 一 项 的 精确 解析 式 时 ,要求 出 这 个 


1》 在 下 而 文献 里 可 以 找到 用 此 观点 对 被 氮 配 分 泛 数 的 更 详细 的 讨论 。R, P， 
了 缉 曙 ,Phys.，Rev.，Vol, 91, p, 1291 (1953), 
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交叉 级 数 之 和 是 非常 困难 的 . 

这 个 间 题 也 许 能 有 所 进展 ， 如 果 可 能 把 描述 费 米 系统 的 
数学 排 成 与 正 项 求 和 相当 的 方式 。 某 些 这 类 方案 已 经 尝试 过 
了 ,但 是 所 得 到 的 一 些 项 太 难 于 计算 了 ,甚至 定性 地 估计 也 不 
行 ， 

对 于 相距 1 人 A 左右 的 分 于 ,我 们 已 经 看 到 ,只 有 当 温度 低 
到 绝对 几 度 了 时 ,交换 ( 非 恒 等 置换 ) 效 应 才 是 重要 的 ， 与 此 相 
对 比 ， 我 们 考虑 固 杰 金属 中 电子 的 表现 ， 由 于 电子 质量 比分 
子 质量 小 得 很 多 ， 因 此 电子 的 临界 温度 也 就 比分 子 的 高 的 得 
多 ,在 室温 下 ,只 有 用 包含 了 电子 环 置换 的 交换 效应 的 方程 才 
可 能 精确 描述 金属 中 的 电子 ， 按 这 个 观点 ， 室 温 对 电子 来 说 
已 经 是 很 低温 度 了 .交换 效应 的 重要 性 占 了 支配 地 位 ,或 者 换 
名 话说 ,电子 气 是 退化 的 。 当 然 ， 电子 按 库仑 定律 相互 作用 ， 
这 种 相互 作用 是 相当 强 的 。 但 是 因为 库仑 引力 的 影响 是 长 程 
的 ， 所 以 它们 倾向 于 被 平均 掉 。 一 个 好 的 近似 是 把 电子 运动 “ 
看 成 是 互相 独立 的 ,当然 ,每 个 电子 都 是 在 同一 周期 变化 的 势 
中 运动 ， 这 个 势 是 由 原子 核 阵 列 的 以 及 相 邻 电子 在 各 位 置 的 
平均 值 产生 的 . 研究 忽略 相互 作用 的 理想 费 米子 气体 ， 我 们 
可 以 了 解 到 有 关 金 属 电 子 的 若干 性 质 ， 

然而 ， 显 然 我 们 不 能 充分 了 解 ， 因 为 在 绝对 温标 几 度 之 
下 才 发 生 的 金属 超 导 电 性 仍然 是 一 个 谜 。 这 种 现象 ， 至 少 在 
某 些 金属 中 涉及 某 些 与 原子 缓慢 振动 有 关 的 相互 作用 。 我 们 
如 此 断言 的 理由 是 ， 同 种 金属 的 两 种 不 同 同位 素 的 相 变 温度 
取决 于 原子 质量 。 如 果 这 种 相 变 只 是 与 电子 之 间 的 相互 作用 
有 关 的 问题 ， 或 者 是 与 电子 和 理想 化 的 固定 原子 点 阵 的 相互 
作用 有 关 的 问题 ， 那 么 同位 素 的 质量 就 不 应 该 是 重要 的 ， 这 
种 把 原子 固定 的 理想 化 的 作法 必定 是 不 正确 的 。 但 是 原子 的 
运动 如 何 使 某 些 金属 的 比 热 产生 突然 的 耻 变 ? 并 使 低 于 此 温 
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度 的 电 传导 没有 电 随 ? 巴 丁 - 库 珀 - 施 里 弗 2 第 一 次 以 令 入 信 
服 的 方式 回答 了 这 些 问题 。 在 他 们 的 分 析 中 ， 路 径 积 分 方法 
没有 起 作用 ,事实 上 ,路 径 积 分 法 从 未 对 退化 的 费 米子 系统 提 
供 过 有 用 的 结果 . 

普 朗 克 黑 体 辐射 定律 ” 任何 相互 作用 振子 的 配 分 函数 
都 是 容易 得 到 的 。 这 种 系统 等 价 于 一 系列 频率 为 w; 的 独立 
振子 。 然 而 ， 独 立 系 统 自由 能 F 的 值 是 每 个 单独 系统 F 值 之 
和 ,我 们 直接 从 式 (10-2) 的 和 中 找 出 后 者 是 


了 ln (2 sinh 2 
这 给 出 线性 系统 的 自由 能 为 
: Becos 
F = kT 之 in (2 sinh 人 ) 
kT > ,in(l 一 e 说 ) 十 2, a, (10-85) 


此 表达 式 中 最 后 一 项 是 系统 的 基 杰 能 量 . 

对 于 体积 为 了 的 盒子 中 的 电磁 场 , 模 是 由 波 数 矢 量 攻 确 
定 的 ,每 个 区 有 两 个 模 ， 咯 去 零点 能 .于 是 计算 出 单位 体积 
的 电磁 场 自由 能 是 


Fo kT 2in(1—e™ 好 10-86 
7 | 2 和 (10-86) 
内 能 U 是 PF 对 有 的 偏 导数 , 它 变 成 ( 令 o 一 Ke) 
aK 1 
0 -2) 6’ aT 1 (10 87) 
KK 空间 体积 元 可 以 写 为 
dK 一 4xKidK 一 4z 2 dw, (10-88) 


1) J, Bardeecn, L,. N, Cooper and J, R. Schriffer, Phys. Rev., Vol. 
106，p。162，1957， 以 及 Vol，108，p。1175，1957， 
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这 意味 着 ,在 频率 从 ww 到 o 十 do 的 范围 内 , 电磁 场 的 能 量 是 
2.4r ho 
(2xc)’ er To— 1 ” 
这 就 是 著名 的 由 普 朗 克 发 现 的 黑体 辑 射 定 律 。 它 是 人 们 第 一 
个 发 现 的 真正 定量 的 量子 力学 结果 ， 并 且 曾 是 发 现 许 多 新 量 
子 力学 定律 的 第 一 步 . 
另 一 个 早期 的 量子 力学 成 就 是 爱 因 斯 坦 和 德 拜 解释 了 国 
体 比 热 随 温度 的 变化 关系 。 这 也 可 以 由 式 (10-85) 得 到 ， 不 
过 现在 振子 是 第 八 章 中 描述 过 的 晶体 的 简 正 模 。 例 如 ， 像 式 
《10-8) 那样 (去 掉 零 点 能 ) ,这 种 晶体 单位 体积 的 热能 是 
ry Aco(k) dk 
3p 权 exp [zw(k)/RT] 1 (2x)’ 
其 中 w(k) 是 波 矢 下 的 声 子 的 频率 。 在 晶体 中 ， 这 是 一 个 多 
值 函数 ( 若 一 个 元 最 胞 中 有 了 个 原子 ， 则 对 应 于 每 个 k 便 有 
3 个 o)。 因 此 ， 我 们 必须 对 每 个 遍及 每 个 可 能 的 上 值 求 
和 。 的 积分 只 遍及 适 于 晶体 的 有 限 范 围 。 对 于 光子 ,每 个 
k 有 两 个 模 ， 其 频率 都 是 w 一 kc， 于 是 求 和 给 出 因子 2， 并 
且 得 到 式 (10-87)， 现 在 对 下 的 积分 趋 于 无 穷 大 。 
爱 因 斯 坦 和 德 拜 用 各 种 近似 方法 研究 式 (10-90) 的 结 
果 , 很 好 地 解释 了 比 热 曲 线 的 主要 特点 ,特别 是 比 热 在 低温 时 
的 性 质 , 它 直接 与 经 典 力 学 预期 的 结果 相抵 触 。 现在, 若 把 声 
子 谱 w(k) 的 更 完全 的 知识 引进 式 (10-90)， 则 会 完全 令 人 
满意 地 描述 固体 比 热 中 由 原子 的 内 部 振动 引起 的 那 一 部 分 . 


(10-89) 


(10-90) 


10-5 关于 推导 方法 的 若 千 说 明 


本 章 前 部 所 展现 的 统计 力学 尚 有 许多 有 待 改进 之 处 。 发 
现 系 统 处 于 能 态 E 的 几率 正比 于 exp( 一 E/KT) 的 规律 是 一 
基本 定律 。 推 导 它 的 过 程 ， 通 常 是 考虑 复杂 系统 在 许多 相当 
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长 的 时 间 间 隔 内 的 相互 作用 。 但 是 这 件 事 本 身 就 存在 问题 . 

如 同 第 二 章 中 所 表明 的 那样 ， 本 书 中 的 物理 讨论 一 开始 
就 是 用 路 径 积分 技术 来 定义 量子 力学 定律 ， 正 如 一 个 新 奇 的 
问题 一 样 ， 让 我 们 取 一 种 观点 : 认为 这 就 是 基本 定律 。 于 
是 ， 若 一 个 系统 的 量子 力学 性 质 由 这 种 路 径 积 分 定义 了 ， 则 
最 终 会 发 现 ， 它 的 统计 性 质 可 以 用 配 分 函数 2 表示 。 正 如 式 
(10-77) 所 表明 的 那样 ， 这 个 函数 可 以 用 显然 非常 类 似 和 紧 
密 相关 的 形式 的 路 径 积 分 定义 。 推 导 这 个 结果 时 还 需要 注意 
波动 方程 ， 存 在 定 态 和 本 征 值 以 及 我 们 已 提 到 的 长 时 期 相 
互 作用 的 论述 ; 所 有 这 些 导致 用 能 级 已 ;表示 的 配 分 函数 
(10-1)。 最 后 ,我 们 进行 反方 向 的 论述 ,以 产生 Z 的 路 径 积 分 
公式 。 对 于 平衡 系统 、 直 接 从 描述 与 时 间 有 关 运 动 的 路 径 积 
分 出 发 ， 有 没有 什么 办 法 能 推导 出 表示 2Z 的 路 径 积分 呢 ? 我 
们 能 够 找到 一 条 完全 避免 提 及 能 级 的 捷径 吗 ? 即使 这 是 可 能 
的 ,我 们 仍 不 知道 如 何 去 做 . 

有 人 可 能 要 问 : 为 什么 要 竭力 去 做 这 件 事 ? 这 有 点 像 要 
证 明 ， 你 可 以 反 绑 双手 去 游泳 。 毕 竟 你 知道 有 能 级 。 力 图 避 
免 提 及 它们 的 唯一 理由 应 该 是 ， 这 样 作 可 以 更 深刻 地 理解 物 
理 过程 ， 或 能 够 逐渐 形成 可 能 是 更 有 效 的 统计 力学 方法 。 至 
少 解决 这 个 问题 是 有 意思 的 ， 

类 似 的 探索 激励 人 们 得 到 了 著名 的 变 分 原理 ， 它 允许 直 
接 由 路 径 积 分 公式 计算 系统 的 最 低能 级 《而 不 是 间接 地 通过 
薛 定 刘 方程 )。 用 这 个 方法 得 到 的 结果 将 在 第 十 一 章 描 述 
这 样 , 这 个 明显 学 究 式 问题 的 结果 还 有 点 用 处 ,就 像 某 些 趣事 
一 样 . | 

但 是 如 果 愿 意 ,我 们 可 以 假设 ,我 们 的 愿望 不 过 是 对 经 典 
物理 方法 中 有 一 种 学 院 式 的 关切 而 激发 出 来 的 ， 这 个 愿望 是 
要 找 一 个 获得 解 的 特殊 过 程 。 假 设 有 一 个 系统 服从 最 小 作用 
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量 原 理 , 作 用 量 定义 为 
1 
5 一 | di 十 | (pxzC + a)dt, (10-91) 


所 以 运动 方程 是 
?MX = 2 [x(: + a)+x(t Co—a)l. (10-92) 


这 里 ,我 们 制造 了 一 种 稀奇 古怪 的 情形 ,其 中 一 粒子 受 一 
个 力 驱 使 ， 此 力 取 决 于 此 粒子 过 去 其 时 刻 和 将 来 某 时 刻 坐 标 
的 平均 值 。 方 程 (10-92) 有 指数 增长 的 解 ,但 是 让 我 们 假定 ， 
只 允许 那些 在 遥远 的 过 去 和 遥 远 的 将 来 x 都 保持 有 限 的 运 
动 。 显然 有 可 能 ， 若 作用 量 定律 叙述 为 对 于 所 有 受 约束 ( 当 
:一 土 co 时 5x 一 <0) 的 路 径 变 分 6+、 有 65 一 0， 则 终于 会 
排除 我 们 希望 不 考虑 的 那些 解 。 

对 于 这 种 系统 ,有 可 能 定义 一 个 守恒 能 量 的 表达 式 ,因为 
系统 运动 方程 与 时 间 无 关 。 (没有 任何 简单 的 哈密 顿 量 会 给 
出 这 个 运动 方程 .) 大 概 这 种 系统 具有 一 些 性 质 , 它 人 允许 系统 
(比如 说 ) 被 气体 分 子 扰动 ， 并 因此 达到 热平衡 。 我 们 可 能 会 
间 ; 一 个 在 温度 工 处 于 平衡 的 系统 服从 运动 方程 (10-92) 和 
在 无 限 远 处 的 适当 边界 条 件 ， 怎 样 描述 此 系统 各 个 量 的 平均 
值 ? 或 许 这 个 问题 是 不 定 的 ， 或 许 只 在 这 个 特殊 情况 下 它 才 
容易 解 ;因为 运动 方程 是 线性 的 ， 但 是 ,这 些 评论 的 目的 是 要 
了 解 ， 经 典 统计 力学 公式 系统 是 否 确实 必需 要 有 哈密 顿 量 和 
动量 变量 存在 ,或 者 说 ,是 否 有 范围 更 大 的 一 类 力学 系统 可 以 
分 析 , 这 些 系统 的 运动 方程 最 直接 地 由 最 小 作用 量 原 理 导 出 ， 
即使 那个 作用 量 包含 了 比 系统 粒子 的 瞬时 位 置 和 了 瞬 速 度 更 多 
的 量 . | 

这 个 问题 是 一 个 更 有 意义 的 问题 的 经 典 类 似 ， 后 一 问题 
是 ， 我 们 如 何 从 一 个 力学 系统 量子 力学 定律 的 路 径 积 分 公式 


* 340° 


-一 一 -rr 


直接 前 进 到 同一 系统 处 于 平衡 的 统计 力学 定律 的 路 径 积分 公 
却 ? 
问题 10-9 证 明 下 述 表达 式 
BC) =— TLE — TC) + 0) 


: 大 + 入 | x 一 atCr)dz (10-93) 
为 运动 方程 (10-92) 确定 了 一 个 守恒 的 能 重 . 


一 般 对 于 任何 不 显 含 时 间 的 作用 量 泛 函 ( 即 在 :一 ! 十 常 
数 的 变换 下 它 不 变 ), 像 S， 在 时 刻 了 有 一 个 能 量 表达 式 
E(T)， 它 是 守恒 的 。 可 以 用 下 述 办 法 求 出 它 , 即 在 所 有 了 路径 
从 xG) 变 到 *[L: 十 9] 的 条 件 下 求 作 用 量 $ 的 一 和 阶 变 化 , 
式 中 当 :全 了 时 7 一 8/2， 当 :上 一 了 时 3 一 一 5/2， 而 
e 是 常数 , 则 对 于 无 穷 小 的 s，63 为 EE(T). 

问题 10-10 讨论 一 粒子 处 于 恒 磁 场 中 的 统计 力学 路 径 积 分 表述 
问题 ， 


.321 。 


第 十 一 章 变 分 法 


这 一 章 ， 我 们 讨论 根据 变 分 原理 来 求 某 些 路 径 积分 近似 
值 的 方法 . 首先 ;我们 用 一 些 例 子 来 说 明 这 个 方法 ， 然 后 ,我 
们 讨论 一 些 此 法 行 之 有 效 的 问题 。 


11-1 极 小 值 原理 


假设 我 们 想 求 出 一 个 系统 的 自由 能 FF 的 值 . 由 式 (10-4) 
定义 的 系统 配 分 男 数 


Z 一 ec 有 (11-1) 


开始 ,可 以 把 它 用 路 径 积分 表示 ，. 

在 式 (10-30) 中 , 配 分 函数 曾 表示 为 密度 矩阵 p(x,*) 的 
积分 。 之后， 在 节 10-2， 建立 了 pl(x, *) 的 传播 子 表示 。 只 
要 把 时 间 ” 变 量 * 当 作 虚 量 ,我 们 可 写 出 


Z = |. | . cxp (3) Br (Wdr. (11-2) 


在 市 10-3， 对 于 某 些 特殊 情形 ,我 们 盖 述 了 微 扰 技术 ,以 
便 求 出 确定 配 分 函数 的 路 径 积分 的 值 . 现在 我 们 要 描述 另 一 
种 技术 , 它 可 以 应 用 于 3 是 实 的 那些 情况 。 通常 ,在 没有 磁场 
和 目 旋 的 情况 下 $ 是 实 的 . 

在 本 章 的 其 余部 分 ， 我 们 假设 所 选 的 单位 使 得 专 的 值 是 
1. 每 当 必 须 包 括 志 , 以 便 从 符号 上 显示 出 某 一 结果 的 量子 力 
学 特点 时 ,直接 检查 量 岗 ,就 可 以 把 六 包括 进 该 结果 中 . 

我 们 假设 ， 可 以 找到 满足 下 面 两 个 条 件 的 男 一 个 5S。 第 
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一 ，8 相当 简单 , 像 | exp (5) 儿 xb) 或 | 6 exb(y 的 (4) 
那样 的 表达 式 对 于 简单 的 泛 函 G 可 以 计算 出 来 ， 第 二 ,积分 
| exp (5)Bx (1) 和 | oxo CS) Pre) 的 重要 路 径 是 类 似 的 , 即 


当 s 和 8' 小 的 时 候 ， 它 们 是 相似 的 ， 现 在 假设 F' 是 与 5 相 
联系 的 自由 能 。 即 
c-6F 一 | | es Bx (nu) dx, (11-3) 
于 是 
| esr (4) dx 
|， ev Dx (8) da, 
由 于 exp(5) 一 exp(S 一 5')exp(5S')， 因 此 可 以 把 式 (11-4) 
与 为 
| es-sev Dx (1) dx, 上 “Drlu) dm 一 ee。 


一 eBP-PD (11-4) 


(11-5) 
这 只 个 过 是 说 ，exp[ 一 8(F 一 F')] 是 exp (5 一 5S) 的 平均 值 ， 
此 平均 值 对 所 有 路 径 具 有 同样 的 起 点 和 终点 ， 并 且 每 个 路 径 
的 权重 是 ezp(S 7) 儿 x(oa 。 在 求 平均 的 过 程 中 ， 包括 了 x 的 
所 有 可 能 值 . 
现在 继续 进行 下 去 的 一 个 方法 是 假设 5 一 8 很 小 , 因此 
F 一 下 也 很 小 ， 再 把 两 边 它 们 各 目的 指数 函数 展开 到 一 次 
妖 . 这 个 方法 是 否 可 行 有 点 令 人 怀疑 ， 因 为 当 相当 大 时 ， 
8(F 一 F') 并 不 很 小 。 然 而 ,与 高 阶 项 比较 表明 ,无 论 如 何 这 
是 F 一 F" 的 合理 近似 . 
用 下 述 方式 可 以 进行 更 为 严格 和 有 力 的 论证 。 当 x 无 规 
则 变化 时 ，exp (x) 的 平均 值 总 是 大 于 或 等 于 x* 平均 值 的 指 
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数 , 只 要 * 是 实数 ,并 且 求 平均 过 程 所 用 的 权重 是 正 的 。 即 

《ce*) 之 ec (11-6) 
其 中 《x 是 x 的 加 权 平 均值 。 得 到 这 个 结论 的 理由 是 e* 的 
曲线 是 向 目的 (如 图 11-1 所 示 )， 因 此 当 我 们 次 此 曲线 放 
置 一 些 质 点 (权重 ) 时 ， 这 些 质 点 的 重心 在 曲线 上 上面。 这 个 重 
心 的 竖 直 高 度 是 这 些 质 点 的 竖 直 位 置 的 平均 值 4e*》 它 大 于 
s“”， 重 心 的 横 坐 标 是 平均 值 《x》，， 曲 线 e* 在 《x) 点 的 纵 坐 
标 是 et 


图 11-1 我 们 假设 权重 因子 a 是 正 的 , 并 把 它们 看 成 是 沿 绳 

子 分 布 的 不 同 质点 . 由 于 曲线 e* 是 向 凹 的，x 加 权 平 均值 

的 指数 ae” 必然 低 于 其 指数 的 加 权 平 均 Le*>。e** 的 值 一 定 
被 曲线 穿 过 , 而 这 些 质点 的 重心 Le*> 一 定位 于 曲线 的 上 面 


在 式 (11-5) 左边 ,我 们 对 带 有 正 权 重 exzp(S 2x (:) 的 
路 径 取 exp(S 一 5S') 的 平 值 ， 式 中 $ 和 Ss 是 实数 。 于 是 由 式 
(11-6)， 它 不 小 于 量 exp 《5 一 8 )， 式 中 《3 一 8 是 ?一 9 
带 同 样 权 重 exp(S )2x (oa 的 平均 值 。 即 


(一 S = | (S — S$') er Dx) dx 


. | ev Dr (t) dx | ， (11-7) 
于 是 我 们 有 
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e's—5") < 之 EECF-F ) (1 1-8 ) 


这 个 结果 意味 着 
| F< Fs (S— 8). (11-9) 
于 是 我 们 的 最 后 结果 是 
FF'—56, (11-10) 
其 中 
— SS)es Dx x 
8 s))G S') es Bx (1) dn 


- 上 “Dr dn| . (11-11) 


非常 巧 的 是 这 里 也 有 最 小 原理 ， 它 表示 ， 如 果 我 们 用 各 
种 “作用 量 ”S’ 计算 F 一 5， 那么 计算 得 到 的 结果 越 小 , 就 越 
接近 真实 自由 能 F2。 当然, 当 8 一 5 时 , 便 能 确实 得 到 自由 
能 下 ; 但 是 我 们 可 以 猜测 , 如 果 S 和 5' 在 某 种 意义 上 差 到 一 
级 小 量 , 则 F' 一 3 与 的 偏差 一 定 是 二 级 小 量 ， 

如 果 只 能 猜 到 8 的 一 个 合理 的 普遍 形式 , 而 某 些 参数 仍 
不 确定 , 则 可 以 让 这 些 参数 待定 而 计算 出 F" 一 5。 于 是 可 用 
的 最 小 F' 一 5 就 是 的 最 好 近似 。 即 “最 好 ”的 参数 值 就 是 
那些 使 F' 一 6 极 小 的 参数 值 ,“ 最 好 ”的 含义 就 是 结果 F' 一 5 
与 真实 下 偏差 最 少 ， 

可 用 同样 的 极 小 值 原理 寻找 系统 的 最 低能 态 Bo 的 近似 
值 。 回 顾 


Z 一 ec-5 一 >, esEn, (11-12) 
n=0 


1》 这 里 再 次 值得 强调 ,无 论 5 还 是 5 都 不 是 正常 物理 意义 下 的 作用 量 泛 函 ， 
因为 它们 都 是 把 虚 变 量 * 当做 “时 间 ” 变 量 使 用 而 定义 的 ,然而 这 些 泛 函 
进行 路 径 积 分 的 步 又 与 以 前 使 用 的 真实 物理 作用 量 相 同 . 
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当 系 统 的 温度 越 来 越 低 时 ;, 即 当 8 越 来 越 大 时 ,包含 较 高 能 量 
值 的 项 在 上 面 的 级 数 中 就 越 来 越 不 重要 ， 最 后 ，Z 的 级 数 中 
最 重要 的 项 就 是 最 小 能 量 项 exp( 一 BE。)， 即 

limZ 一 c-pzo。 (11-13) 


Bo 

我 们 可 以 直接 用 三 ,代替 FF， 重复 前 一 段 启 述 的 过 程 。 定义 

EE 为 包含 新 作用 量 $ 路径 积 分 的 结果 ， 最 后 推导 出 (作为 大 

P 极限 下 的 近似 》 

Es < Eo— 56. (11-14) 

用 这 种 技术 求 Eo 的 近似 和 值 时 ,我 们 的 任务 比 求 自由 能 F 

还 要 稍 许 简单 。 特别 是 我 们 可 以 不 考虑 路 径 的 始 、 末 点 相同 

这 一 特点 。 为 了 理解 这 个 问题 ， 我 们 建议 回 到 式 (10-28)?* 

并 指出 , 当 变 大 时 , 密度 矩阵 p(x' ,x) 也 是 零 阶 项 居 支 配 地 

位 , 且 趋 近 于 exp( 一 BEo)$alx)， 这 样 ， 与 x 和 x 有 关系 的 

项 归结 成 一 个 相 冬 因子 。 但 它 并 不 影响 尔 数 的 指数 性 质 。 而 
用 这 个 技术 求 Eo 值 时 起 根本 作用 的 正 是 这 个 指数 性 质 。 


11-2 变 分 法 的 应 用 


作为 应 用 上 述 变 分 法 计算 配 分 函数 的 一 个 例子 ， 考 看 一 
个 粒子 约束 在 一 维 中 运动 的 情况 。 使 用 第 十 章 前 述 的 方法 ， 
可 以 把 这 个 粒子 的 作用 最 写成 


S = 一 起 a() + VE la, 《1-15) 
因此 ,对 于 大 的 8 值 , 配 分 函数 是 : 
efEo 心 | exp (二 |, 记 十 [x(z) 1} a) 


- Dr adr, (11-16) 
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这 个 路 径 积 分 遍及 那些 能 回 到 开始 出 发 点 的 路 径 ; 在 此 
路 径 积分 之 后 ,再 进一步 完成 对 所 有 可 能 的 出 发 点 的 积分 . 

在 节 10-2 中 我 们 曾 考 塌 过 同样 的 问题 ,并 指出 如 何 用 检 
验 法 推导 出 其 经 典 近 似 。 在 高 温 的 经 典 极限 情况 下 ( 即 当 Ar 
值 比 志高 很 多 时 ) , 8# 的 值 是 如 此 小 ,以 致远 离 m 点 的 路 径 没 
有 贡献 。 这 样 , 可 以 用 常数 值 V(xo) 代替 势 , 路 径 积分 只 贡献 
一 个 常数 ,如 式 (10-48) 所 表明 的 那样 ,给 出 


c-sEo( 经 典 )》 一 | e-BV egx, (11-17) 


在 第 十 章 ,通过 在 路 径 的 平均 值 附近 展开 势 ,并 使 用 此 展 
开 式 的 二 阶 以 下 项 ， 曾 得 到 上 述 经 典 结果 的 一 个 量子 力学 修 
正 ， 然 后 ,再 使 用 由 特殊 平均 过 程 得 出 的 势 了， 还 曾 得 到 更 
大 的 改进 ， 根 据 本 章 的 观点 ,我 们 看 到 ,那个 方法 是 变 分 法 的 
圭 殊 应 用 。 为 型 清楚 这 点 ， 我 们 将 用 本 章 的 记号 和 概念 回顾 
其 关键 步骤 . 

因此 ， 我 们 希望 找到 一 个 适当 的 试探 函数 少 (z)， 其 中 
x 是 路 径 的 平均 位 置 ,由 下 式 定义 


= 一 也 ;| xO ax。 (11-18) 


沿 着 任何 特定 路 径 , 这 个 代 换 的 势 是 常数 ,因此 ， 祝 着 这 
个 路 径 , 作 用 量 的 新 形式 变 成 
5 一 -对 jd! — BW (x). (11-19) 


用 这 个 更 一 般 的 形式 ,可 以 计算 F 和 《3 一 >. 

褒 着 这 个 步骤 继续 进行 ， 用 式 (11-14)， 代 人 这 个 表达 
式 , 我 们 有 : 
6 ‘ab, (11-20) 
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:一 (一目 售 jG91ar 一 wz)) 
.exp [J 2d — PW(z)| Dx) dr), 
一 (| sp [—) #4 — pw)|2xC) an). 


应 该 记得 ， 在 式 (11-20) 路 径 积 分 中 所 使 用 的 路 径 是 那些 初 
末 扣 相同 的 路 径 , 并 且 和 式 (11-16) 中 一 样 , 要 进一步 完成 对 
所 有 端点 xo 的 积分 . 
注意 ，5 的 分 子 十 分 类 似 于 式 (10-63) 中 引 人 的 项 
1 (*)， 只 要 我 们 仍 限定 路 径 有 特殊 的 平均 值 *， 并 且 在 后 一 
步 计算 中 求 出 对 * 所 有 可 能 值 的 积分 。 用 讨论 1(x*) 所 用 的 
同样 论述 可 见 , 6 的 分 子 与 * 无 关 。 我 们 可 用 第 十 章 的 方法 
计算 分 子 和 分 母 的 路 径 积分 ， 并 从 式 (10-65) 得 到 答案 . 记 
得 
Y = ro 一 2 (11-21) 
因 分 母 只 是 出 现在 分 子 中 表达 式 的 一 种 特殊 形式 ， 故 结果 是 


这 


5 一 0] [V(x0) — W (F)]exp 一 党 (zo 一 也) 


一 地 


-ow@)] el/ 全 性 字 


(xz — x) 一 BW (a) | dxodz|. (11-22) 


容易 求 出 上 式 分 母 中 x 的 积分 为 (Bx/6m)”“。 进 而 , 在 
分 子 中 包含 因子 W(x) 对 这 项 的 积分 得 到 同样 的 相 乘 因子 . 
这 对 于 将 来 的 工作 很 方便 ， 只 要 我 们 完成 分 子 中 那个 特定 积 
分 ， 并 用 下 面 定 义 的 函数 了 (2z) 进一步 简化 所 得 的 表达 式 : 
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Vz) 一 Sm 人 2 V(xo) 


。 亲本 (xo 一 z) | dro。 (11-23) 


V() 的 形式 揭示 了 我 们 所 引入 的 量子 力学 效应 。 这 个 
函数 是 V(xo) 带 有 高 斯 型 权重 函数 加 权 平均 的 结果 ， 就 像 式 
(10-68) 中 定义 的 函数 U(xo) -一 样 ， 并 且 高 斯 型 展 宽 也 是 
《8j2/12m)2。 对 于 2K 时 的 氨 原 子 ， 这 个 展 宽大 约 是 0.7 A. 
然而 ,在 室温 下 ， 它 只 有 原子 直径 2.7 和 A 的 大 约 百 分 之 二 . 现 
在 可 将 5 值 写 为 


| — V(X)]exp[—PW (x)]dx 
6 = . 《11-24) 
| expl—AW (2)142 


下 一 步 是 根据 F' 一 6 要 取 极 小 值 的 条 件 来 计算 W (x*)， 
如 式 (11-13) 所 表明 的 那样 。 F 定义 为 


cxp( 一 PED) 一 | cx( 

一 | exp [- 人 2 一 “21 一 ew ( 梧 | CDx (1) 
一 | exp[—BW (2)] 
| 


2 exp (— | 一 - 2 ) Dr (tt) dx. 
- (11-25) 
这 个 略 径 积分 是 简单 的 ,已 知 其 值 是 Vm]2z68 ， 所 以 得 到 


exp( 一 BEo) 一 考 | exp[—PW(x)]dz. (11-26) 


下 一 步 是 找 出 W(z) 的 最 佳 选择 ， 要 求 我 们 确定 图 数 
W(x) 的 小 变化 对 F' 一 5 值 的 影响 ,并 令 这 个 影响 等 于 零 . 于 
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基 假 设 把 贞 换 成 
WE) + n(x), [jl1-27) 
我 们 由 式 《11-26) 发 现 ，F' 的 变 分 为 
| n(x)exp[l—PW(xX)] dx 
OE’ 一 , (11-28) 
| ep[ 一 ez (#)] a 
而 由 式 (11-24) ,5 的 变 分 是 : 
85 = (a/b) + (Ce/d), (11-29) 


a 一 (| expl —BW (x*)]{BnCx) [FE) — WwW (x)} 
十 9(z)}2z| 

5 一 1 expl—pW GD ， 

一 (| et-emrGDIUrG 一 ez 
-| | pn (x) expl 一 251 (za }), 

d= (|| epl—pw Cz)1 az} ). 


要 式 (11-14) 右边 取 稳 定 值 ,不 过 是 要 求 
8FE; — 86 = 0, (11-30) 
只 要 我 们 取 
W(xI)= V(X), (11-31) 
条 件 (11-30) 便 会 满足 。 而 条 件 (11-31) 又 意味 着 ，5 是 零 
而 F' 具有 与 式 (11-17) 所 定义 经 典 自 由 能 同样 的 形式 。 然 
而 在 F' 的 定义 中 的 势 已 经 换 成 了 (z)。 即 


exp(—BE0) 一 / 考 | exp [一 6F (#)145， (11-32) 
其 中 等 效 经 典 势 V(X) 由 式 (11-24) 给 出 ， 对 于 大 & 值 , 自 
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由 能 基本 上 与 最 低能 级 EB。 相同 ; 这 样 ， 我 们 可 以 把 式 (11- 
32) 解释 为 它 提 供 了 B, 的 一 个 近似 值 ， 这 表明 , 变 分 法 得 到 
的 结果 与 第 十 章 中 得 到 并 在 式 (10-67) 和 (10-68) 中 表示 的 
结果 相同 。 


11-3 标准 变 分 原理 


量子 力学 中 有 一 个 标准 变 分 原理 , 称 为 瑞 利 -里 兹 〈Ray- 
leigh-Ritz) 方法 ， 其 内 容 为 : 如 果 妃 为 系统 的 哈密 顿 量 ，F 
是 其 最 低能 量 值 ,那么 如 f 代表 任意 函数 ,就 有 
E, 二 | Paraz [Per 上 . (11-33) 
这 个 原理 有 广泛 的 应 用 ,并 且 很 容易 证 明 . 若 把 函数 展开 成 
哈密 顿 量 的 本 征 函 数 $; 的 级 数 , 即 若 / 一 24s48。， 则 显然 有 


| fHiav | ay | 


= 2 |aal'E, > lp (11-34) 


这 表达 式 的 右边 是 带 有 正 权 重 14。1* 的 能 量 平均 值 ,因此 它 大 
于 (或 等 于 ) 最 低能 量 Eo。 式 (11-13) 表示 的 原理 具有 类 似 于 
式 (11-13) 表示 的 特点 。 事实 上 ， 式 (11-33) 是 式 (11-13) 
的 一 个 特殊 情形 。 (更 确切 一 些 ,我 们 应 说 此 结论 只 限于 哈密 
顿 量 鼠 是 由 不 含 任何 磁场 的 拉 氏 量 推出 来 的 情况 。 在 此 限制 
下 ,上 述 结论 才 成 立 .) 为 了 看 出 这 两 个 式 子 之 闻 的 关系 ,我们 
将 考虑 下 述 例 子 : 设 作用 量 s 与 拉 氏 量 


L 一 冯 mi 一 (9 (11-35) 
有 关 , 其 中 V(x) 与 1 无 关 . 《否则 ,当然 找 不 到 确定 能 级 !) 我 
们 将 只 上 限于 单 变量 x 的 情形 ， 不 过 可 直接 推 得 普遍 情形 。 注 
意 , 如 有 果 拉 氏 量 包含 *4 项 , 例如 拉 氏 量 表示 在 磁场 中 运动 的 


ot 生 


一 个 粒子 ， 则 式 (11-33) 仍旧 成 立 。 然而 作用 量 S 是 复 的 ， 
在 此 情况 下 ， 我 们 怀疑 式 (11-13) (或 此 式 的 某 种 简单 修 止 》 
仍 会 成 立 。 然 而 这 点 没有 证 明 。 因 此 ,现在 我 们 只 限于 讨论 
没有 磁场 的 情形 。 于 是 在 8 值 很 大 的 极限 情况 下 ,有 


| exp {一 ,二 mz at 十 |, V [LxC) la 
. Dx) ~ ee ie, (11-36) 
现在 设 我 们 所 用 的 试探 作用 量 $5’ 的 形式 为 


[ Bs 
9 一 | 过 m gd1 -| V’[x (2) 122， (11-37) 
od [4 


它 包含 其 个 另外 的 势 V'(x)。 这 意味 着 
S 一 5 一 | ZEzGD 一 FLz(D]ier (11-38) 
或 
一 cs 二 x — Vl[x 
5 | A (D1 — VIxC) Ya 


.Dx Ci 上 es Dx (Ct) | ， (11-39) 
如 果 我 们 用 这 种 方式 定义 一 个 与 路 径 x*(z) 有 关 的 任意 蚊 数 
的 平均 值 ,那么 我 们 会 发 现 , 此 值 几 乎 与 1 无 天 ， 只 要 :与 0 
和 8 均 不 太 接 近 。 因 此 ,作为 一 个 相当 好 的 近似 值 ,我 们 可 以 
号 


5 一 -| er{VIx(D 1] — Vx0) 1]} 


Bx WN BW | VI — VI) 1. 
(11-40) 
按照 第 二 章 中 给 出 的 方法 ,我 们 可 以 计算 这 个 路 径 积分 ,只 要 
我 们 假设 已 经 知道 属于 8 的 本 征 函数 ;和 本 征 值 五 , 若 路 
径 由 * 跑 到 x*;《 比 如 说 ) ,我 们 便 得 到 
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fxr() 1 一 >， exp[ 一 (6 一 中 Bo 一 4。]do(xz) 


- bmxi)faml exp(—BE,) 
“bo xa) pn x)}!, (11-41) 
其 中 


fam 一 | bx) fx) Cr) dx. (11-42) 


但 是 , 当 8 趋 近 无 穷 大 ,并 且 * 也 同样 变 大 (比如 说 :一 8/2) 
时 ， 与 包含 最 低能 量 项 E; 的 指数 相 比 ,所 有 较 高 能 量 的 指数 
都 可 忽略 。 因 此 ,在 此 极限 情况 下 ,有 
limf) 一 fo. (11-43) 
这 个 结果 可 以 写 为 
5 一 一 | pAV (x) Bidx 十 | VC Bidr. (11-44) 
当然 , 我 们 必须 从 E, 中 减 去 这 个 值 ， 然 而 , 车 厅 是 与 5 有 
关 的 哈密 顿 量 ,也 就 是 , 若 . 


H= Pt +V'(x), (011-45) 
2m . 
出 
H'go = Eogos (11-46) 
于 是 : 
到 一 ?一 | GHBidr+ | ar raias 
— | pV bd. (11-47) 
但 是 真实 哈密 顿 量 可 以 写 为 
日 一 才 二 了 一 志士 广 十 了 一 7 
2711 2 
一 厅 十 一， (11-48) 


一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 


而 这 意味 着 
Eo < | wireiar (11-49) 


其 中 由 是 归 一 化 的 ,并 且 是 对 应 于 式 (11-45) 给 出 哈密 顿 量 
最 低能 态 的 波 函 数 ， 我 们 要 指出 ， 式 (11-49) 中 给 出 的 这 个 
最 低能 级 估计 只 是 通过 波 函数 po 包含 了 任意 势 V'(x)。 因 
为 这 个 势 是 任意 的 ， 所 以 这 个 波 函 数 $6 也 是 任意 的 。 因此， 
我 们 可 以 不 用 选择 任意 势 ,再 由 它 找到 波 函 数 ,然后 继续 去 计 
算式 (11-49); 而 可 以 直接 选择 波 函 数 本 身 ， 只 计算 式 (11- 
49) 而 不 必 过 多 考虑 这 个 任意 波 函数 所 属 的 势 。 这 样 ， 在 这 
个 过 程 中 取 变 分 的 函数 就 是 波 函 数 $s 而 不 是 势 函 数 V'(*). 
于 是 我 们 发 现 ， 这 个 结果 不 过 是 式 (11-33) 结果 的 另 一 种 说 
明 方 式 . 

如 果 在 方程 (11-13) 中 描述 的 那些 概念 起 作用 的 场合 。 
只 是 类 似 于 本 例 中 给 出 的 这 一 类 问题 ， 那 末 就 不 值得 这 么 费 
劲 地 讨论 了 。 但 是 有 许多 复杂 得 多 的 积分 能 用 式 (11-13)， 
在 使 用 时 (至少 就 目前 我 们 能 说 的 ) 不 太 容 易 转 换 成 式 (11- 
33)。 我 们 将 在 下 一 节 来 描述 一 个 这 样 的 例子 . 


11-4 极 性 晶体 中 的 慢 电 子 ” 


我 们 想像 一 个 电子 在 极 性 晶体 (例如 氧化 钠 ) 中 运动 ， 这 
个 电子 与 并 非 严 格 固定 的 离子 相互 作用 。 这样 ， 这 个 电子 引 
起 它 周 围 晶 格 的 变形 ,并 且 当 电子 来 回 运 动 时 ,形变 区 随 之 运 
动 。 这 个 电子 与 其 形变 区 一 起 被 称 为 极 化 子 . 

晶 格 形变 的 一 个 后 条 是 电子 的 能 量 降 低 。 而 县 甘 为 当 电 
子 运 动 时 ， 离 子 一 定 要 运动 以 调整 形变 ， 所 以 电子 的 等 效 惯 


DD R.P。Feynman，Stow Etectrons in a Poiar Crystal, Phys. Rev., Vol. 
97, p. 660, 1953, 
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量 (或 用 流行 的 词 。 就 是 极 化 子 质量 ) 变 高 于 假定 最 格 由 闫 
格 固定 点 组 成 时 所 得 到 的 电子 质量 ， 用 量子 力学 分 析 这 种 极 
化 子 的 精确 的 运动 是 异常 复杂 的 。 我 们 得 做 一 些 近 似 ， 但 要 
证 明 在 实际 情形 中 采用 这 些 近 似 是 合理 的 又 可 能 是 十 分 困难 
的 .尽管 如 此 ,我 们 还 是 会 得 到 一 些 物理 学 家 曾 研究 过 的 一 个 
理想 化 的 间 题 ?， 这 些 问题 所 以 被 研究 ,不 仅 由 于 它 可 能 与 电 
子 和 晶体 的 真实 运动 联系 起 来 ， 而 且 还 由 于 它 代表 一 个 粒子 
与 场 相互 作用 的 最 简单 例子 ， 路 径 积分 变 分 法 解 这 个 理想 化 
的 问题 非常 成 功 . 

首先 ,我们 注意 到 ,即使 在 晶体 中 离子 严格 固定 ， 电 子 仍 
在 非常 复杂 的 势 中 运动 ， 在 此 情况 下 ,可 以 证 明 , 电 子 巷 定 启 
方程 的 解 具有 特征 波 数 k， 一 般 地 ， 这 些 解 的 能 级 是 波 数 的 
非常 复杂 的 函数 ， 尽 管 如 此 、 我 们 仍 假设 能量 £ 与 波 数 k 
之 间 的 关系 是 二 次 型 的 , 即 


已 一 -一 ， (11-50) 


其 中 mm 是 常数 (不 一 定 是 真空 中 的 电子 质量 )。 其 次 ,我 们 注 
意 到 ， 电 子 施 于 晶 格 上 的 力 是 排斥 负离子 而 吸引 正 离 卫 的 ， 
把 这 些 离子 的 运动 看 成 为 一 系列 谐振 子 ， 并 应 用 第 八 章 中 的 
方法 就 可 以 分 析 这 些 离子 的 运动 。 不 过 我 们 将 假设 ， 我 们 需 
要 的 谐振 子 模 只 是 具有 高 频 的 那些 模 ， 而 且 其 中 带 相 及 符号 
电荷 的 离子 反 向 运动 。 这样 每 个 模 的 频率 wx 确实 取决 于 这 
个 模 的 波 数 k， 然 而 我 们 将 上 略 去 这 个 关系 而 设 "是 笛 数 . 

我 们 的 课题 是 找 出 以 波 数 上 为 特征 的 形变 所 产生 的 电 
力 , 再 找 出 电子 的 相互 作用 (通过 此 力 )。 这 里 ,我 们 略 去 原子 
的 结构 ， 并 把 晶体 物质 直接 当做 撕 带 有 航 化 波 的 连续 电 分 质 


1) 例如 。，H。Frohlich 发 表 在 4dvanc。Phys,，Vol, 3，p,325，1954 的 文 
童 以 及 这 文章 所 给 出 的 其 他 工作 . 


es 3 了 35 。 


处 理 。 如 果 电 是 极 化 矢量 ,用 纵波 形式 写 出 


P 一 Ee (11-51) 
那么 ,离子 电荷 密度 是 
pp 一 辟 . 了 一 kare™, (11-52) 
要 是 用 V 表示 势 ,我 们 有 
wy p. (11-53) 


这 样 , 若 q4 是 第 个 纵向 行 波 的 波幅 ， 则 极 化 zk 正比 于 qx， 
而 极 化 波 与 电子 之 间 的 相互 作用 正比 于 项 (qx/《)exp(ik .Tr) 
对 所 有 k 值 的 和 . 

因为 电子 的 能 量 和 动量 的 关系 式 为 五 一 六 /2m， 所 以 我 
们 可 以 把 整个 系统 的 拉 氏 量 写 为 


1 ，。 
一 二 1 十 盖 (用 一 4) 
2 2 


on 172 
十 (4 到 > pt (11-54) 
* 


此 式 的 头 一 项 是 刚性 晶 格 中 电子 的 能 量 , 其 中 是 它 的 
位 置 。 第 二 项 表示 单 有 极 化 振子 的 拉 氏 量 , 其 中 假设 ,所 有 极 
化 波 的 频率 相同 , 第 《个 模 的 坐标 是 Yt。 后 一 项 是 电子 与 晶 
格 振动 之 闻 相 互 作用 的 拉 氏 量 ， 此 表达 式 中 的 了 是 晶体 的 体 
积 , 而 “是 一 常数 .为 了 以 后 公式 书写 简化 ,我们 已 把 它 写 为 
无 量 纲 形 式 ， 即 选择 能 量 , 长 度 和 时 间 的 标 度 使 得 不 仅 有 地 
而 且 还 有 谐振 子 的 公共 频率 。 和 电子 质量 mw 全 都 等 于 1。 于 
是 炮台 常数 %“ 是 无 量 纲 的 比值 


C 一 一 (二 一 一 ) 2“， (11-55) 


其 中 6。 和 sw 分别 是 静 介 电 常 数 和 高 频 介 电 常 数 。 在 典型 情 
况 下 ,例如 NaCi 最 体 ，o 值 大 约 是 5。 我 们 要 计算 的 能 量 值 
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以 到 ww 为 单位 。 

”现在 我 们 可 以 通过 完全 解 谐 振子 的 运动 来 研究 电子 的 量 
子 力学 运动 。 例 如 , 电子 开始 位 于 7 振子 处 于 基态 而 终了 电 
子 位 于 YY 振子 仍 处 于 基态 的 几率 幅 是 

Gw(2, 1) = | eis Pr (8) , (11-56) 


其 中 我 们 已 经 用 了 第 八 章 的 结果 ,而 


So= 一 ;|| 笠 | dt 十 [Ya ettk r (zt) ] 


一 [k.r()] 一 1 一 :war (11-57) 


如 果 完 成 对 波 数 kK 的 积分 ,我 们 发 现 


eX -一 了 | 一 一 

J | ele hp (11-58) 
Gu(2,1) 这 个 量 将 与 电子 的 初始 和 终了 位 置 ",，r， 有 关 ， 还 
与 我 们 所 堵 虑 的 时 间 间 隔 工 有 关 ， 因 为 这 个 函数 是 一 个 传播 
子 , 所 以 把 它 看 成 是 时 间 间 隔 工 的 函数 时 , 它 就 是 薛 定 谓 方 程 
的 解 。 因 此 我 们 认识 到 ， 它 将 在 指数 中 包含 频率 ， 这 些 频 率 
正比 于 能 级 Em。 这 些 能 级 中 最 低 的 一 个 正 是 我 们 目前 要 找 
的 . 

正如 我 们 已 经 解释 过 的 ,在 阐述 变 分 原理 时 ,我们 并 不 关 
心 实 时 间 间 隔 的 传播 子 .我 们 需要 的 是 像 在 式 (11-8) 中 当 
8 值 大 时 出 现 的 量 。 按 照 导 致 式 (11-58) 的 全 部 步骤 容易 证 
明 ,对 于 虚 值 时 间 变 量 8, 所 得 到 的 传播 子 的 形式 为 


K(2.1) 一 | c5GDr (zi) ， (11-59) 


其 中 变量 : 从 0 变 到 Bg， 并 及 


5 一 过 | ld + 
2 
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1 dr | C 一 

人 

(11-60 ) 
这 个 结果 恰恰 是 在 式 (11-58) 中 用 虚 值 羡 代 规 上 可 以 期 望 得 
到 的 结果 ， 其 渐 近 性 质 为 ， 当 8 值 大 时 ， 这 个 传播 子 变 成 与 
exp( 一 Eop) 成 正比 的 量 ， 

现在 我 们 把 变 分 原理 用 于 一 个 相对 复杂 的 路 径 积分 .下 
面 我 们 必须 选择 某 个 简单 的 作用 量 $$， 它 大 致 近似 于 真实 作 
用 量 5， 然 后 寻找 E' 和 8。 

我 们 注意 到 ,在 式 (11-60) 中 , 所 考虑 的 粒子 ? 在 任何 特 
定时 刻 由 于 反作用 而 与 它 在 过 去 某 时 刻 的 位 置 “相互 作用 ， 
这 个 反作用 反比 于 上 述 两 个 时 刻 之 间 粒 子 运动 的 距离 ， 并 且 
它 随 时 间 差 蜡 指数 式 误 减 。 其 原因 是 ， 由 电子 过 去 在 晶 格 中 
引起 的 扰动 需 用 一 段 时 间 才 能 衰减 完 。 即 离子 弛 了 殉 需要 用 
一 段 时 间 ， 而 在 这 段 弛 移 时 期 里 ， 电 子 仍 感受 ”到 过 去 的 扰 
动 。 

我 们 将 试用 一 个 有 上 述 这 同样 性 质 的 作用 量 8 ， 只 是 不 
用 其 中 涉及 的 距离 反比 耦合 定律 ， 我 们 让 吸引 势 的 几何 形状 
为 抛物 线 井 。 当 距离 1r(s) 一 Yo | 经 常 变 得 异常 大 时 ， 这 
不 是 一 个 好 近似 。 然 而 。 因 为 在 指数 时 间 因 子 迫 使 相互 作用 
衰减 之 前 ,只 有 一 段 有 限 的 时 间 可 利用 ,所 以 这 个 大 差 值 不 会 
对 积分 有 什么 重要 贡献 。 于 是 我 们 试用 


5 一 一 二 li om cr —rOF 


* exp(— w|i —s|)dids. (11-61) 
常数 C 度量 了 电子 与 以 前 产生 的 扰动 之 闻 相 互 吸 引 的 强 


1) 尽管 式 (11-60) 中 的 z 不 是 真实 时 间 ,而 是 积分 变量 ， 把 它 想 像 成 时 间 仍 
是 有 用 的 :就 像 在 节 10-2 中 所 做 的 那样 。 
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度 。 我 们 取 它 为 可 调 参 数 。 而 且 我 们 可 以 不 很 困难 地 使 指数 
切断 定律 中 包含 这 个 可 调 参数 w， 它 可 以 不 是 1. 用 这 个 额 
外 参数 可 以 部 分 弥补 我 们 已 引信 的 缺陷 ， 即 由 于 用 抛物 线 效 
应 代替 距离 反比 效应 所 引起 的 缺陷 . 【在 这 种 考虑 中 ,我们 还 
注意 到 , 把 额外 的 参数 加 到 抛物 线 项 |r(z) 一 r(s)| 中 不 会 
带 来 新 的 自由 度 ,因为 在 计算 E, 的 公式 时 这 种 项 会 去 掉 . ] 以 
后 在 计算 中 ,我们 将 调整 可 变 参数 C 和 ww， 以 使 Bo。 极 小 ， 

因为 我 们 已 取 作 用 量 8 为 二 次 型 , 所 以 得 到 的 全 部 路 径 
积分 都 容易 用 第 二 章 描述 的 方法 完成 . 

en (11-60) 和 (11-61) 发 现 


人 了 《3 - 一 5) 一 ed 


5 | (re re 
+ “| (lr( — rCs) | Ye-mn gs 


= A+B. (11-62) 

我 们 将 集中 精力 于 此 式 右 边 第 一 项 4. 在 此 项 中 ,可 以 

用 优 里 叶 变 换 表 示 |r(z) 一 r(s)|™"。 事实 上 ,这 一 项 是 包含 

在 式 (11-57) 和 (11-58) 中 间 一 步 里 的 传 里 叶 变 换 的 结果 ， 
于 是 我 们 有 


ro 一 rCD1z- -|ak 
* exp{ik * [rC2) — rs)]I(2rR)}, (11-63) 


因此 ,我 们 需要 研究 
exp{ik : [r(7) —r(o)1}) 
| es’exp{ik - [r(z) 一 Yo)] ED (b) 
一 二 一 一 。(11-64 ) 
| e” Dr (i) 
分 子 中 积分 为 下 述 积 分 . 
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2 、 
1 一世 


1 一 | ep | 一 二 | ar 
2 dz 2 


. 1 [re) — redds 


十 | f(z) .ri di| Dr) (11-65) 


的 特例 ,其 中 

下 ( = ik6(t — 7T7)— ik5( — o). (11-66) 
我 们 计算 式 (11-65), 将 只 考虑 它 与 f 和 卡 的 关系 ， 而 不 管 
在 式 (11-64) 中 要 去 掉 的 妇 一 化 因子 。 顺便 注意 到 , 式 〈11 
65) 中 三 个 直角 分 量 分 离 了 ， 我 们 只 需 考虑 标量 情形 。 积分 
的 方法 与 第 二 章 中 为 高 斯 型 路 径 积分 引进 的 方法 相同 。 于 是 
作 代 换 X(o 一 X'(z) 士 YCD) ， 式 中 X'(z) 是 使 指数 成 为 
极 大 的 特殊 退 数 .现在 积分 变量 是 Y(t) 。 因 为 指数 是 XX() 
的 二 次 函数 ,并 且 X'(z) 使 它 成 为 极 大 , 所 以 它 只 含 了 (2) 的 
二 次 项 ; 于 是 可 以 把 含 Y(z) 的 项 当成 与 无 关 的 项 而 分 离 ， 
它 积分 后 成 为 不 重要 的 常数 (只 与 TT 有关)。 因 此 ， 不 管 这 些 
常数 ， 有 ， 

I 一 exb [一 之 | 2 (2) dr 一 


。 jix (2) — X'(s)]’exp(—wl|t — s|)adiads 


十 | fC) X’ Ce) oj (11-67) 
其 中 X’ 是 使 此 表达 式 极 小 的 函数 [为 了 方便 ， 它 应 满足 的 边 
界 条 件 为 : 当时 间 间 隔 是 0 或 了 时 ，X'(0) 一 X(T) 一 0]. 
这 变 分 问题 给 出 积分 方程 

4 一 010 — Xs)] 

at 
- exp(—woli om s|)as — {0). QI -68) 

用 式 (11-68), 式 (11-67) 可 简化 为 
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1 一 exp i f(z) X’ (Cz) zl. (11-69) 
我 们 只 需 解 方程 (11-68) ， 再 将 结果 代 人 式 〈11-69)。 为 此 ， 
我 们 定义 
ZC0) | exp(—ols — Xd, C11-70) 
于 是 
wl[Z() — X' (#1, (11-71) 
而 式 (11-69) 变 成 
2 =- [GD 一 2G] 一 fKD，(1-72) 


这 个 方程 是 容易 分 离 并 求解 的 。 解 X' (za 代 人 式 〈11-69) ,对 
于 式 《11-68) 的 情形 ,给 出 
1 一 explik : [X(tr) — X(o)])} 


— op[—2 Ge ) — le ol], 
(11-73) 
其 中 我 们 已 经 作 了 下 列 代 换 : 
Pw t+ te (11-74) 
这 个 结果 已 经 正确 归 一 化 ， 因 为 对 于 k 一 0 它 也 是 成 立 的 . 


把 式 (11-73) 代入 式 (11-63), 得 到 上 的 简单 高 斯 型 积分 ,于 
是 代 和 人 4 得 


oo 2 _, 2 /2 
4 一 | bw + 一 一 (1 一 一 | 
0 v 


[2 EL 


~ ew adr. (11-75) 
为 了 找 出 B， 我 们 需要 求 《irC) 一 r(s)1》. .相对 于 k 展开 
式 (11-73) 两 边 , 取 马 以 下 的 阶 ， 就 可 以 得 到 《jlr (2) 一 
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r(s) [7>. 因此 ， 
二 《|rCr) —rCo)1’) 


2 
4C (1) + 人 和 Ir ol. (11-76) 
yw v 


现在 容易 完成 B 中 积分 ,并 且 表 达 式 简化 为 

B = 3C/vw. (11~77) 
最 后 ,我 们 需要 求 属于 作用 量 8 的 能 量 E'。 把 式 (11-6) 两 
边 对 C 求 导数 ,就 轻而易举 地 做 到 了 这 一 后 。 江 即 发 现 ， 
dF 
| dC 
于 是 根据 式 (11-77) 和 式 (11-74), 积分 给 出 (因为 当 C 一 
时 ，E。 一 0) 


C = B, (11-78) 


有 一 (一 如) (11-79) 


因为 Bo 一 B 一 (3/4v)(v 一 w), 所 以 我 们 终于 得 到 能 量 表 
达 式 
Ew mA, (11-80) 
4v 


其 中 4 由 式 (11-75) 给 出 。 可 以 把 量 v 和 ww 看 成 是 两 个 参 
数 ,它们 可 以 分 别 改变 ,以 便 得 到 五 的 极 小 值 . 

不 巧 , 不 可 能 以 严密 的 形式 完成 4 的 积分 ,于 是 需要 数值 
积分 才能 完全 确定 。 不 过 在 几 种 极限 情况 下 可 以 得 到 近似 
表达 式 ， 大 的 情况 对 应 于 大 vv。 选择 w 一 0， 就 导致 积分 

ox 


Vn 


4 一 


1. ear(l 一 ce? 
0 


oT (1l/v) 


Vv (二 + =) 
. 2 vy 


(11-81) 
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以 及 EE; 一 3v/4。 这 相当 于 使 用 了 式 (11-37) 中 国定 的 谐 
振子 束缚 势 。 对 于 大 v, 可 以 略 去 exp( 一 vr), 于 是 4 一 
(xw0) oar， 当 ee<5.8 耐 z 王 0 时 ， 式 (HL-80) 没有 极 
小 ,除非 vz 一 0; 所 以 对 于 “的 全 部 物理 立 域 , w 一 0 的 情形 
不 能 给 出 单个 表示 。 虽 然 有 这 些 缺 点 ， 式 \11-81) 的 结果 相 
对 简单 ， 并 县 相当 精确 ， 对 于 a > 6， 只 有 相当 大 的 " 值 才 
是 重要 的 ,下 述 渐 近 公式 ( 当 v > 4 时 ,误差 为 百 分 之 一 ) 是 方 


全 的 : 
A—a ( “人 十 2). (11-82) 


然而 , 弗 罗 利克 (Frohlich) 把 a 一 6 处 的 不 连续 性 看 成 是 一 
个 严重 的 缺点 ,用 我 们 现在 的 方法 可 以 避免 这 个 缺点 。 为 此 ， 
我 们 选择 不 等 于 零 . 

让 我 们 仅 对 小 a 和 ww 不 等 于 零 的 情况 研究 式 (11-80). 
当 vv 与 忆 接 近 时 会 出 现 极 小 。 所 以 我 们 写 v 一 (1 十 8)w, 考 
者 。 很 小 ,并 在 式 (11-75) 中 把 根 号 函数 展开 。 这 给 出 


4 一 a 二 1 一 = r-3/2e 人 (1 一 co ) 
tp gy 


。 大 十 .. |. (11-83) 
这 个 积分 为 
z 4 一 ax 十 aogll 一 P)， 
其 中 | 
P= 2w![(1 + w) 1l. (11-84) 
式 (11-80) 的 问题 在 这 种 近似 程度 下 ,对 应 于 求 下 式 极 小 
Em we —e— oell 一 P) (11-85) 
亦 即 


4343 5 


ee 一作 (1 — Pp), (11-86) 
3w 


因为 已 设 。 是 小 的 。 所 以 上 式 仅 对 小 s 成立。 所 得 到 的 能 量 
是 


1 
Es=—g—-—— (1l— Pp). (11-87) 
3 


因此 ,甚至 对 于 小 c， 我 们 的 方法 也 给 出 一 个 修正 .。 当 w= 二 3 
时 , 它 最 小 ,此 时 给 出 


3 P| 
E~—a—eE— -ae—123(E). (11-88) 
81 10 


它 对 于 w 的 选择 不 灵敏 ， 例 如 ， 当 w 二 1 时 , 式 中 1.23 仅 降 
为 0.98， 李 和 皮 尼 斯 (Pines)? 的 方法 给 出 近似 到 这 一 阶 的 精 
确 结果 (11-88). 哈 加 (Haga)” 把 微 扰 展 开 进 行 到 二 阶 项 ， 
他 证 明 ，(a/10》 项 的 精确 系数 应 该 是 1.26， 因此， 对 于 小 
<， 我 们 的 变 分 法 相当 精确 . 

“gg 很 大 的 极为 相反 情况 对 应 于 大 v, 正如 我 们 将 看 到 的 ， 
wv 接近 于 1。 因 为 vz > w, 所 以 在 一 级 近似 下 , 式 (11-76) 中 
积分 化 为 式 (11-81)， 我 们 可 以 使 用 其 渐 近 式 。 考虑 到 
w/v 鼠 1, 把 式 (L1-75) 根 号 函数 展开 ,可 以 得 到 使 用 的 又 
一 个 近似 。 进 而 ,上 略 去 exp( 一 vr)。 用 这 种 方式 得 到 

pA 
(11-89) 


在 大 vv 近似 下 , 当 w= 一 1 而 v= 《4a /9z) — (41n° 一 1) 时 ， 


1) T,. Lee 和 D. Pines, Interaction of a Nonrelativistic Particle with a 
Scalar Field with Application to Slow Elcctrons in Polar Crystals, 
Phys. Rev., Vol, 92, p.883, 1953, 

2) E.。Hags, 关于 Slow Etectrons in a Polar Crystal 的 评论 ，Progr. 
Theoret, Phys. (Kyoto), Vol.ll, p. 449, 1954. 
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上 式 为 极 小 。 于 是 我 们 找到 ? 


一 一 3in2 一 册 一 -0.106le 一 2.83 (11-90) 


了 


这 个 近似 值 不 是 8 的 上 限 , 遗憾 的 是 进一步 近似 到 1/e 阶 的 
项 可 能 是 正 的 . 

在 这 个 方法 的 基础 上 ， 和 舒 尔 获 〈Schultz)52 完成 了 详细 
的 数值 工作 。 使 用 数字 计算 机 ， 舒 尔 茨 对 = 个 不 同 的 。 值 计 
算 了 使 E 极 小 的 v 和 ww 的 值 。 他 也 求 出 了 E， 并 把 它 与 由 另 
外 # 个 理论 可 能 得 到 的 值 进 行 了 比较 。 具体 讲 , 他 用 李 : 阁 和 
皮 尼 斯 (Eup)”*， 李 和 皮 尼 斯 (E1p)”, 格 罗 斯 (Gross) (E46)”， 
佩 卡 〈Pekar)2， 博 妃 卢 波 夫 〔〈Bogolubov )” 和 泰 亚 布 利 科 夫 
(Tyablikov)*”(Esss) 的 理论 计算 了 自 能 . 

表 11-1 中 列 出 了 对 不 同 a 的 vz 和 ww 的 结果 ,还 有 费 曼 理 
论 给 出 的 能 量 (B)) 与 其 他 理论 导出 能 量 的 比较 ,此 表 摘 目 舒 
尔 菊 的 文章 。 在 此 表 中 ,已 假设 ww 入 都 等 于 1。 注意 , 对 于 
所 有 a 值 ，Ej 值 均 低 于 其 他 相应 的 能 量 值 。 


1)》 S，1.。 Pekar 在 极 化 子 理论 (2h. Eksperim. : Teor，Fis.， Vol [9， 
p.796,1949) 中 已 经 证 明 ; 当 w 大 时 ， 已 趋向 于 一 0.1088c*， 

2) T.D。Schultz，Siow Electrons and Polar Crystals: Self-encrgy, Mass 
and Mobility, Phys. Rev., Vol, 116, p. 526, 1959. 

3) Lee, Low 和 Pines, The Motion of Slow Electrons in a Polar Crystsa!l, 
Phys. Rey., Vol.90, p. 297, 1953. 

4) 同上 . 

5) EP.GIoss, Small Oscillation Theory of the Interaction of a Particle 
and a Scatar Field Phys. Rey., Vol. 100, p. 1571, 1955., 

6) Sl.Pekar, “Untersuchungen iiber die Elektronentheorie der Krista - 
lle,” Akademie-Verlag, Berlin, 1954, 

7) SI. Bogolubov, On a New Form of the Adiabatic Theory of Distur- 
bances in the Problem ot lnteraction of Patticies with a Quantum 
Field Uks, Mait. Zh., Vol.2, p,3, 1950., 

8) SV. Tyablikov, An Adiabatic Form of Perturbation Theory in the 
Problem of the LInteraction of a Particle with a Quantum Ficld 24. 
Exsperim, 1 Teor, Fis,, Vol. 21, p, 377, 1951, 
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第 十 二 章 ”有 关 几 率 的 其 他 问题 


在 前 几 章 中 ， 我 们 已 经 看 到 如 何 用 路 径 积 分 处 理 一 些 量 
子 力学 问题 , 按 其 物理 性 质 来 讲 ， 这 些 问题 是 一 些 几 率 问 题 . 
我 们 还 用 路 径 积分 方法 分 析 了 绕 计 力学 的 某 此 方面 ， 其 中 统 
计 力 学 函数 的 几 素 性 质 使 路 径 积 分 技术 特别 有 效 ， 我 们 可 以 
沿 着 这 个 思路 进一步 讨论 广泛 的 几率 问题 ， 其 中 路 径 积 分 方 
法 会 有 特殊 价值 的 应 用 . 

本 章 的 目的 是 研究 几 个 这 种 几率 问题 ;它们 可 分 为 两 类 . 
首先 我 们 讨论 将 路 径 积分 的 概念 直接 应 用 到 经 典 几 率 间 题 ， 
这 点 与 前 面 各 章 十 分 不 同 ， 前 几 章 全 都 是 将 其 应 用 于 量子 力 
学 的 。 其 次 ,我们 将 处 理 既 涉及 几率 又 涉及 量子 力学 的 问题 . 
在 这 一 章 内 ， 我 们 不 可 能 详细 处 理 这 些 内 容 . 我 们 仅仅 用 一 
些 例 子 概述 。 如 何 能 提出 某 些 问题 ， 从 而 启发 读者 去 实践 路 
径 积 分 方法 的 一 些 应 用 . 

路 径 积分 的 主要 直接 应 用 对 象 是 几率 间 题 ， 原 因 是 用 路 
径 积分 能 够 直接 处 理 路 径 或 函数 的 几率 的 记号 ， 为 了 和 弄 清楚 
这 一 点 ,我 们 从 一 些 熟 知 的 几率 概念 ?用 于 分 立 事 件 开始 ,再 
逐步 过 渡 到 连续 变量 ， 


12-1 随机 脉冲 


开始 ,我 们 考虑 只 有 一 个 分 立 变量 的 典型 几率 问题 .我 
们 处 理 一 特定 情形 ,其 中 一 系列 分 立 事件 在 随机 时 刻 出 现 , 例 


1 Harold Cramér, “Mathematical Methods of Statistics” Princeton Univ, 


Press, Princeton N. J.,1951, 我 们 采用 通常 几率 理论 的 理解 ， 
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如 ,宇宙 线 打 到 探测 器 上 ， 或 雨滴 落 到 某 特 定 区 域 的 地 面 上 . 
我 们 知道 ， 粒 子 在 随机 时 刻 落 下 ， 但 是 在 任何 较 长 的 时 介 7 
内 ,我 们 期 望 能 观察 到 天王 Tp 个 粒子 。 换 句 话说, & 是 平均 
计数 率 。 
当然 在 任何 实际 测量 中 ， 所 记录 到 的 准确 的 粒子 = 一般 
不 会 等 于 期 待 的 数 。 但 是 我 们 可 以 直接 提问 : 当 所 期 望 的 粒 
子 数 是 时 ， 在 一 段 时 间 内 观察 到 特定 粒子 数 x 的 几率 是 多 
少 ? 它 由 泊 松 分 布 给 出 : : 
PpP, = nl exp CH) (12-1) 
另 一 方面 ,我 们 可 以 提出 另 一 类 几率 问题 。 例如 ,我 们 可 
以 问 : 从 粒子 的 一 次 捧 击 到 下 一 次 撞击 的 时 间 人 间隔 恰恰 等 于 
某 特定 时 间 : 的 几率 是 多 少 ? 实际 上 ， 对 由 这 种 方式 提出 的 
问题 没有 正确 的 答案 。 如 果 我 们 间 的 是 时 间 间 隔 等 于 或 大 于 
z 的 几率 ,那么 可 以 给 出 答案 [ 它 是 exp( 一 p11)], 即 我 们 可 以 
回答 关于 * 落 到 一 定 区 间 中 的 问题 。 这 样 。 如 果 我 们 关心 的 
是 特定 值 ,那么 我 们 必须 给 定 一 无 限 小 区 间 , 并 提出 问题 ， 时 
间 闻 隔 落 到 : 周围 &z 区 间 之 中 的 几率 (无限 小 ) 是 什么 ? 这 
个 答案 可 以 写成 
P(t) dt = pexp(— pt) dt., (12-2) 
于 是 我 们 建立 了 连续 变量 的 几率 分 布 的 概念 : P(r) 是 
间 卫 等于: 的 单位 时 间 区 间 的 几率 。 如 果 变 量 x 位 于 x 周围 
区 间 dx 中 的 几率 是 P(x)dxz， 那 么 我 们 把 x 的 几率 分 布 写 为 
P(x*)。 容易 将 此 推广 到 两 个 变量 , 并 把 * 和 ? 的 分 布 几率 号 
成 P.x,y)drdy， 其 含义 是 ,在 xy 平面 的 区 域 R 内 发 现 ,变量 


* 和 ?的 几率 由 | P(x,y)dzdy 给 出 ， 
我 们 希望 进一步 推广 几率 的 概念 ， 我 们 不 仅 要 考虑 单个 


348 


变量 的 分 布 ,而 且 还 要 芳 由 整个 曲线 的 分 布 , 即 我 们 希望 构造 
几率 函数 或 泛 函 ， 它 使 我 们 可 以 回答 下 述 问 题 : 获得 某 物理 
现象 一 段 特 定 历 史 的 几率 是 多 少 ? 例 如 ， 某 电阻 上 的 电压 或 
商品 的 价格 ,或 者 在 两 个 变量 情况 下 、 某 种 形状 海面 的 几率 作 
为 经 度 和 纬度 函数 等 等 。 于 是 ,我 们 要 考虑 函数 的 几率 . 

我 们 将 用 下 述 方式 记 下 它 。 观察 到 函数 1(z) 的 几率 是 
泛 函 P[f(D) ]， 但 是 我 们 必须 小 心 记 住 ， 仅 当 我 们 定义 了 寻 
找 特 定 曲 线 的 区 域 之 后 ,与 这 种 几率 相 联系 的 问题 才 有 意义 。 
就 像 上 面 例子 中 必须 问 的 间 题 是 ， 在 区 间 4t 内 找到 时 间 间 
隔 的 几率 是 多 少 ? 因此 现在 我 们 必须 间 : 在 或 多 或 少 受到 限 
制 的 某 类 函数 中 发 现 某 函数 的 几率 是 多 少 ?例如 ,一 类 曲线 在 
我 们 考虑 的 全 部 时 间 内 限制 于 值 a 和 2 之 间 ， 从 其 中 找 出 某 
曲线 的 几率 是 多 少 ? 若 我 们 称 这 类 曲线 子 集 为 类 4， 则 我 们 
间 : 在 类 4 中 找到 (2) 的 几率 是 多 少 9 我 们 把 答案 写成 路 
径 积 分 


| P[FCD ] BH) ， (12-3) 


其 中 积分 遍及 类 4 中 所 有 函数 . 
实际 上 ， 这 个 表达 式 可 以 想像 为 与 几 个 不 同 变量 的 几率 
国 数 类 似 ， 如 果 我 们 想像 ， 通 过 取 a，*2。，“.… 等 值 把 时 间 分 
成 分 立 的 间隔 (正如 我 们 在 第 二 章 中 头 一 次 定义 路 径 积分 时 
所 做 的 那样 ), 那么 ， 在 这 些 特定 时 刻 的 函数 值 1(4),， f(z;)， 
… 一 及 ,所 ，-… 与 多 变量 分 布 函数 的 变量 类 似 。 于 是 观察 
到 茶 特 定 曲 线 的 几率 可 想像 为 一 组 特定 值 hh，f;,，… 在 区 域 
fj，4j，… “中 的 几率 , 即 P(f,, f2,。*…， . ) af dj 
如 采 这 时 我 们 取 极 限 ， 令 分 立 的 时 间 间 隔 数 目 变 为 无 限 
大 ,那么 我 们 就 会 得 到 ,连续 曲线 1(z) 在 区 域 多 f(z) 中 的 几 
率 为 式 (12-3) 中 路 径 积分 的 被 积 函数 。 本 章 以 后 几 节 所 要 
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研究 的 正 是 这 种 几率 概念 和 这 种 几率 泛 函 。 


12-2 ”特征 函数 


继续 采用 在 咯 径 几率 泛 阔 和 比较 传统 的 变量 几率 限 数 之 
间 的 类 比 是 有 益 的 。 有 许多 概念 (例如 平均 值 ) 是 两 种 方法 共 
有 的 。 用 通常 的 具有 分 立 值 的 量 的 几率 分 布 ， 因 而 观察 到 特 
定数 ”的 几率 是 P,。 这 时 平均 值 是 


2D) nPs, 一天。 (12-4) 
对 于 连续 分 布 变 量 , 它 变 成 
| xpP(x)ax = *, (12-5) 


按 类 比方 式 , 泛 函 9[1(7) ] 的 平均 值 写 为 
| QU JPUCD 1 B10 
| PI[f Ce) 1 1 (2) 


在 上 述 最 后 一 个 等 式 中 , 像 在 第 七 章 中 一 样 ,我 们 已 经 在 
分 母 中 写 出 一 个 路 径 积 分 ,以 便 提醒 我 们 自己 ,我 们 总 是 面临 
着 归 一 化 问题 。 原 则 上 ,可 以 先 求 出 分 布 函数 的 路 径 积 分 , 令 
它 等 于 1， 从 而 求 出 其 归 一 化 常数 。 然而， 在 许多 实际 情况 
中 ,更 方便 的 办 法 是 让 函数 不 经 过 归 一 化 的 过 程 ,而 在 表达 式 
的 分 数 线 上 下 直接 抵 销 掉 一 些 实际 极 难于 求 值 的 因子 ， 

正 像 函数 的 平均 值 可 以 用 略 径 积分 记号 表示 一 样 ， 滔 数 
在 某 特 定时 刻 (比如 :一 a) 的 均 方 值 也 可 以 用 路 径 积分 记号 
表示 。 即 


‘0). (12-6) 


| [Ca FPL B10) 


> (12-7) 
| PLf C2) BI) 


[f(a4)]? 一 


e 35S0 。 


因为 它 不 过 是 一 个 特殊 的 泛 函 . 
最 重要 的 函数 平均 值 之 一 [ 像 用 式 (12-5) 所 计算 的 ] 是 
exp (ikx ) 的 平均 值 , 称 为 特征 溪 数 , 它 是 
中 (A) — (explikx)) 


-一 | exp(zAx) P(x)dx. (12-8) 


有 时 也 称 其 为 动量 产生 函数 。 它 不 过 是 P(x) 的 傅 里 叶 变 换 ; 
它 对 计算 各 种 分 布 特征 是 一 个 特别 有 用 的 函数 ， 因 为 知道 了 
它 就 等 价 于 知道 了 分 布 函数 本 身 。 它 们 之 间 这 种 等 价 性 可 由 
下 式 看 出 ; 


Px) 一 | exp(—ikr)$CR) dK. (12-9) 


已 通过 逆 变 换 由 特征 国 数 求 得 几率 分 布 函 数 。 
取 特 钙 淆 数 的 导数 可 以 确定 分 布 测 数 的 某 些 重要 参数 
例如 * 的 平均 值 是 


dt) _ 
《x 7 py (12-10) 


此 式 容易 证 明 ， 将 式 (12-8) 两 边 对 & 微 商 再 令 & 一 0 即 可 . 
事实 上 ,存在 一 系列 关系 式 : 
中 0) 一 1， 只 (0) =i, $0) 一 一 人 7。 
(12-11) 
当然 ， 下 一 步 是 把 特征 函数 的 概念 推广 到 放量 分 布 的 情 
形 。 再 一 次 回 到 我 们 的 分 立时 间 间 隔 图 象 ， 我 们 可 以 建立 这 
种 特征 了 项 数 的 数学 定义 。 然后 再 应 用 传播 于 CXP (zi 四 ) ~ 
exp (1kf2)- “” 来 完成 大 量变 数 的 几率 函数 的 傅 里 叶 变 换 。 我 
们 令 时 间 间 隔 数 趋 于 无 限 大 ,上 述 传播 子 就 变 成 


exp |i | OF |. 
这 样 , 它 就 是 我 们 为 了 建立 特征 污 函 ,而 希望 求 平 均值 的 那个 
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泛 函 。 应 用 式 〈12-6), 我 们 得 到 


$IRC) ] 一 | “x*P Ei | DO7CD |P0G ] BI Cz) 
| P[f 0) 1 Bf) . 


(12-12) 
这 个 特征 泛 函 也 有 一 些 重要 的 特殊 性 质 。 例如 ，@(0) 一 1， 
在 特定 时 刻 * 一 “计算 的 耳 数 /Cr) 的 平均 值 是 
G0 = i POT G2-13) 
其 中 我 们 已 经 应 用 了 节 7-2 所 描述 的 泛 函 求 导 技术 ， 
原则 上 ,可 以 对 路 径 积分 进行 着 伟 里 叶 变 换 ,并 且 把 几率 
泛 函 写 成 


PUT = | exp [=—i (O16 az| OLA I DBR), 
(12-14) 
4 然 ,现在 路 径 积 分 在 函数 的 空间 中 进行 . 

为 了 以 后 解释 的 需要 ， 我 们 可 以 指出 , 如 果 函 数 (2) 
不 是 未 定 的 ， 而 是 确切 知道 为 某 特 定 函数 F(z) 。 即 除了 
9 一 F(t) 。， 对 其 他 一 切 f(z) 都 有 P[f()1 一 0， 那么 这 
个 特征 函数 是 


0 一 exp Ne FC) ael, (12-15) 


12-3 噪声 


我 们 将 把 至 此 已 经 阐述 的 概念 应 用 于 一 个 特殊 的 例子， 
并 且 在 此 过 程 中 再 阐述 几 个 概念 。 让 我 们 考虑 一 种 情形 ， 其 
中 我 们 正 计 算 某 种 短 脉 冲 ， 这 些 脉冲 或 许 是 宇宙 线 撞击 在 盖 
革 计 数 器 上 产生 的 ， 也 许 是 某 电阻 中 的 热 噪声 脉冲 。 在 这 些 
情况 审 ,这 些 咏 冲 不 再 直接 是 能 量 的 分 立 罕 峰 信 号 ,而 表示 为 
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电压 的 上 升 和 下 降 ，。 因 此 ， 细 微观 察 与 这 样 一 个 了 脉冲 相 联系 
的 实际 电压 变化 过 程 , 应 该 能 表明 ,对 于 一 个 在 上 一 0 时 刻 发 
生 的 脉冲 , 它 具 有 8 (oa 形状 、 这 样 , 若 脉 冲 在 io 时 刻 发 生 , 则 
电压 曲线 的 形状 应 是 g(: 一 10). 

现在 ,假定 我 们 在 一段 时 间 工 内 进行 计数 实验 ， 在 此 期 
闻 , 一 些 脉 冲 的 中 心 在 4、tzs、*…*、 ts 时 刻 出 现 ， 全 部 实验 的 


完整 电压 变化 过 程 应 该 是 之 8 一 与 )。 因 为 我 们 知道 ， 当 


所 有 事件 出 现时 ,几率 函数 应 该 就 是 确定 事件 的 表示 ,所 以 应 
用 式 (12-15), 相应 的 特征 函数 变 成 


@ 一 exp [ 3 | (iD g(t 一 2 (12-16) 


但 现在 假定 我 们 打算 确定 ， 在 进行 实验 之 前 找到 电压 的 
某 特 定时 间 过 程 的 几率 。 在 此 情形 下 ， 我 们 允许 几 个 事件 以 
均匀 几率 在 整个 时 间 间 隔 内 随机 分 布 。 即 一 个 事件 在 时 间 间 
隔 dz 内 发 生 的 几率 为 4:/T， 在 此 情况 下 ,特征 水 数 变 成 


T ~ di, dr dt 
中 = | [ | Fa i ty 2i a | .一 上 2 和 。 -7 
， exp 2 R(z) 8 )at 下 7 


-| exp | RCz + s)g Ct) 4 | 人 ) ， (12-17) 


我 们 把 括号 中 的 表达 式 记 为 4， 把 这 个 结果 写成 4". 

如 果 在 此 时 间 间 隔 内 这 些 事件 的 数目 以 某 种 方式 分 布 ， 
以 致 可 用 泊 松 分 布 ， 即 每 个 事件 是 否 发 生 与 其 他 任何 事件 发 
生 的 时 间 无 关 , 并 且 发 生 率 # 为 常数 , 它 就 是 单位 时 间 内 发 生 
该 事件 的 期 待 值 ， 于 是 在 时 间 间 隔 了 工 内 可 期 待 该 事件 发 生 煞 
为 xT 一 区。 特征 函数 是 


0— D4 (12-18) 
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此 武者 边 的 和 是 某 指数 函数 的 展开 式 ， 于 是 这 个 特征 函数 可 
写成 
PD = exp[ 一 (1 — A)R] 一 exp -a7 @ 
一 |, exp a R(t + s)g(z) dz| 家 | 
= Exp 一 a | 一 exp 人 | k(z + s)g (7) az| as|. 
、 (12-19) 
这 样 ， 我 们 可 以 确定 许多 不 同情 形 的 特征 函数 。 下面 我 们 继 
续 讨论 在 各 种 近似 条 件 下 的 这 个 结果 . 
我 们 设想 ， 脉 冲 变 得 很 弱 ， 而 单位 时 间 可 期 待 的 脉冲 
数 & 变 得 很 大 。 在 此 情况 下 ，8 (z) 是 小 量 , 于 是 可 以 把 


exp |i | XC: 十 9g(CD 4 | 展 成 丢 级 数 ， 并 且 可 以 把 特征 函数 
近似 表示 为 


i | | Ci 十 8 dds| 


exp 
一 exp [ec | 0 4|， (12-20) 


其 中 我 们 已 经 使 用 了 代 换 G 一 | 8C2) 丸 。 它 是 脉冲 的 面积 . 


这 意味 着 ，@ 具有 (12-15) 的 形式 ,并 且 FC) 一 pG (一 个 
与 + 无 关 的 常数 )。 这 等 于 说 ,fC7) 一 定 是 xG, 或 换 句 话 
说 ,观察 到 函数 f(z) 一 wG 的 几率 是 1， 而 观察 到 其 他 任何 
f() 的 几率 都 是 零 ， 这 就 是 说 ， 大 量 堆积 的 小 脉冲 产生 一 个 
几 平 稳定 的 直流 电压 ， 其 值 等 于 每 秒 脉冲 数 上 乘 以 每 个 脉冲 
所 提供 的 平均 电压 G。 下 面 , 我 们 要 得 到 一 个 较 高 阶 近似 ,从 
而 研究 这 个 近似 为 直流 电压 的 起 伏 , 即 不 规则 之 处 . 
式 (12-20) 是 描述 式 (12-19) 里 特征 泛 函 中 指数 
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txp | (tC 二 sy)g(z) dz| 
的 一 阶 近似 。 现 在 设 我 们 求 到 下 一 阶 近似 ,包括 二 阶 项 , 即 


-全 | k(t) g(r 十 s) dz | RC )gCe 二 ss)dr'ds. (12-21) 


为 简化 这 个 表达 式 , 我 们 定义 一 个 函数 
(7) 一 | g(z) 8g(1 + Tt) dz, (12-22) 


它 度 量 了 两 个 相 邻 脉冲 间 的 重 登 。 将 式 (12-22) 代 和 人 ， 二 阶 
项 约 化 为 
«(7 人 ， 
一 本 1， |， RCE) RCI — 1 ) dr dt’, 《12-23) 


把 一 阶 项 和 二 阶 项 都 包括 进来 ,特征 泛 函 是 
四 
由 一 exp |;ec | kR(z) dz 2 


| RC2) RC 一 "yaar|. (12-24) 


此 表示 式 的 第 一 个 因子 是 常数 平均 坪 ， 如 果 我 们 考虑 电压 脉 
冲 , 可 以 称 其 为 直流 坪 , 如 果 愿 意 ,我 们 可 以 平移 j(2) 的 原点 
而 略 去 这 个 坪 ， 而 集中 注意 力 于 力 绕 着 它 的 变化 ， 即 我 们 总 


是 可 以 平移 f(s) 的 原点 而 去 掉 因 子 exp |i CDF (2) di 


[ 即 令 fCQ2) 一 FO 十 /CD ， 再 研究 六 的 几率 分 布 和 它 
的 特征 笋 项 1。 如 果 我 们 这 样 改变 了 原点 ,那么 我 们 就 研究 电 
压 在 直流 坪 附 近 的 起 人 . 四 

这 里 要 指出 式 (12-24) 有 一 个 特别 的 近似 ，、 它 常常 够 用 
了 . 一 般 ，%(7) 是 7 的 窄 函 数 。 脉 冲 形 状 8 的 上 升 ,下 降 
有 一 定 的 宽度 ,所 以 若 两 个 脉冲 之 间隔 开 的 距离 非常 远 , 则 其 
重 登 面积 等 于 零 。 换个 说 法 ， 当 7 变 大 时 ，i2r 迅速 趋 近 于 
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零 。 作为 其 结果 ， 当 1(T) 充分 罕 时 , 式 (12-24) 中 的 第 二 项 
可 以 近似 为 
z : yo 
em {| [RC2) ] a:|， (12-25) 


其 中 我 们 已 经 使 用 代 换 9 一 “| ”4r， 上 式 等 价 于 几率 分 
布 


P [1(2) ] 一 exp 1 二 4 [OY az |. (12-26) 


像 我 们 这 儿 所 描述 的 一 类 起 伏 常常 称 为 高 斯 噪声 . 

近年 来 在 通讯 理论 中 ， 人 们 已 经 广泛 研究 了 描述 噪声 函 
数 的 分 布 泛 函 的 特性 。 已 经 确定 并 求 出 了 噪声 谱 的 一 些 特 
性 .在 本 节 和 下 一 节 我 们 将 进行 类 似 的 讨论 ; 下 节 我 们 要 处 
理 高 斯 噪声 ， 

现在 再 给 出 一 个 例子 ,以 便 进 一 步 表 明 ,怎样 建立 特征 泛 
状 。 我 们 考虑 一 些 脉冲 ,它们 出 现 的 时 刻 是 随机 的 ,并且 全 都 
具有 特定 的 形状 , 比如 说 是 *(z) ， 但 是 每 个 脉冲 有 不 同 的 高 
度 ， 于 是 一 个 典型 的 脉冲 可 写 为 aun(z) ， 我 们 允许 高 度 “可 
正 可 负 ， 这 样 。 现 在 我 们 假定 脉冲 时 间 选 择 为 随机 间隔 的 时 
刻 上 5， 并 且 其 高 度 随机 地 取 正 值 或 负 值 w。 得 到 的 函数 是 

f(z) 一 >) a — 41). (12-27) 

如 果 我 们 首先 不 管事 件 的 随机 性 质 ， 我 们 就 得 到 一 个 等 价 于 
式 (12-16) 的 特征 泛 函 为 


$ 一 exp 此 并 ai | RC2) ulz 一 Da |. (12- 28) 
其 次 ， 如 果 包 括 所 假设 的 脉冲 高 度 的 随机 性 质 ， 并 且 把 第 ; 


个 脉冲 获得 特定 高 度 a; 在 区 域 da; 中 的 几率 记 为 paj)4aj， 
那么 这 个 特征 泛 函 变 成 


四 356 加 | 


出 幅 阁 


出 一 | “». .exp [ 2 a; | kz) ul 一 ‘i)ae| 
: plar)daip(as) da z (12-29) 
当然 ， 对 于 每 一 个 a; 值 ， 这 些 几 率 函 数 中 相应 的 一 个 都 与 其 
特征 函数 ( 即 动量 产生 函数 ) 有 关 。 设 这 个 函数 为 Lew]， 并 
定义 它 为 
Wlw] = | exp (icwa)p(a)da, (12-30) 
于 是 和 史 的 表达 式 可 写 为 
太一 1I W | RC) ult —s)a|. (12-31 ) 


现在 我 们 可 以 像 在 推导 式 (12-17) 时 所 做 的 那样 继续 下 
去 ,并 引 人 下 述 概念 : 脉冲 发 生 的 精确 时 间 是 随机 分 布 的 ,有 
一 个 在 0 委 :上 委 了 的 整个 区 间 均 匀 分 布 的 函数 。 若 我 们 假定 
在 这 段 时 间 内 准确 地 有 7 个 脉冲 , 则 特征 泛 水 变 成 
: 9 一 (二 ) ， (12-32) 
其 中 z 
y = | yy 上 R(2) u(t 一 9)az | ds, : (12-33) 


如 果 像 推导 式 (12-18) 时 那样 ， 我 们 再 假设 脉冲 发 生 时 
闻 的 分 布 适合 汽 松 分 布 的 假定 。 那么 我 们 必然 要 把 式 (12- 
32) 的 表达 式 乘 以 因子 wz?exp( 一 x)/n!1， 与 以 前 一 样 。 其 中 
# 一 pT 是 时 间 间 隔 工 中 可 期 待 发 生 的 事件 数 。 于 是 对 # 求 
和 ,得 
用 一 exp[ 一 AZ 一 7)] 
一 exp (—# 也 —W | k(t) u(t 一 a)} es). 
(12-34) 
作为 此 结果 的 一 个 特例 ,我 们 假设 脉冲 的 形状 特别 窑 . 事 
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实 上 ,我 们 是 假定 可 以 用 6 函数 作为 脉冲 形状 函数 的 近似 , 即 
“(z) 一 58(z) 。 于 是 特征 泛 函 为 


9 = eep (一 “| {1 一 到 [KGD]jar)。 C12-35) 


下 一 步 ,我 们 假设 高 度 分 布 是 高 斯 型 的 ,平均 值 为 零 ， 方 均 根 
的 值 为 o; 换 旬 话说 ,是 下 式 给 出 的 普通 正则 分 布 : 


p{a)da 一 地 exp (- 态 ) da ， (12-36 ) 


2x0 


在 此 情况 下 ,特征 函数 W(w) 变 成 
Wliw] = exp (< 2 )， z (12-37) 


而 @ 的 结果 是 
和 [IAAC) ] = exp | 一 “| 《 


— ep{—E LHOF)) .2-38) 


于 是 ,我 们 又 一 次 发 现 , 可 以 推导 出 适合 我 们 假设 条 件 的 
特征 泛 函 $[X(z) ]。 在 这 个 推导 的 任何 一 步 中 ， 把 它 约 化 成 
二 次 型 的 近似 都 可 以 成 立 。 例 如 ,在 刚刚 描述 的 情况 中 ,小 的 
方 均 根 值 o 对 应 于 弱 信 号 。 同 时 如 果 在 某 一 时 间 间 隔 内 到 达 
信号 的 期 待 数 并 不 小 ,那么 式 (12-38) 可 以 十 分 好 地 近似 为 


ole _ 
0 ~— exp | 2 | [CO Fas}. (12-39) 
像 这 样 的 分 布 称 为 白 噪声 . 

12-4 高 斯 噪声 


在 许多 情况 下 都 会 出 现 其 特征 泛 函 是 高 斯 型 的 一 类 分 
布 ,这 节 我 们 将 讨论 之 . | 
我 们 已 经 处 理 过 高 斯 型 几率 分 布 ， 即 某 确 定 函数 平方 的 
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指数 。 上 节 我 们 假设 随机 脉冲 是 泊 松 分 布 ， 由 此 引进 指数 项 


的 二 阶 近 似 , 从 而 得 到 这 种 高 斯 泛 函 , 尽 管 如 此 ， 还 是 值得 指 
出 ， 实 际 上 ， 一 些 物 理 过 程 的 性 质 使 它们 看 来 像 是 如 此 分 布 
的 。 在 传统 的 几率 理论 中 ,正则 (或 高 斯 ) 分 布 适 合 于 一 些 
物理 现象 ,这 是 因为 综合 了 大 量 随 机 出 现 的 独立 事件 的 结果 . 
这 是 几率 理论 ?的 中 心 极限 定理 (central-limit theorem) 的 结 
论 。 同 样 的 结论 适用 于 分 布 泛 函 。 从 而 可 得 出 下 述 事 实 : 研 
究 物理 现象 时 有 许多 重要 情况 具有 高 斯 分 布 。 为 了 进一步 讨 
论 ,我们 在 这 儿 把 最 一 般 形式 的 高 斯 特征 泛 函 写成 


中 = exp |; R(t) F(z) dt 一 > 
. | RC RC )4 Gs azar’|. (12-40) 


此 表达 式 中 的 第 一 个 因子 可 以 通过 平移 定义 f(z) 的 原 
点 而 去 掉 ， 正 像 我 们 在 推导 直流 坪 附 近 电 压 起 伏 的 分 布 时 所 
讨论 的 那样 。 于 是 我 们 可 以 定义 了 = 一 FG()。 下 面 我 们 
还 指出 ,如 果 我 们 所 描述 的 系统 的 性 质 与 时 间 绝对 值 无 关 , 那 
么 传播 子 4(1,1) 必然 具有 形式 4G 一 1)。 

在 实际 物理 情形 里 ， 这 个 特殊 的 函数 4 可 以 用 某 一 小 段 
实验 状况 的 机 理 来 确定 ， 也 可 用 特定 一 段 现 实 以 一 种 方式 近 
似 确定 ,这 段 现实 的 性 质 非 常 类似 于 我 们 所 研究 的 分 布 函数 ， 
在 前 面 给 出 噪声 谱 的 推导 过 程 中 ， 我 们 已 经 有 了 这 种 近似 的 
一 个 例子 .其 中 4(4,1) 一 p24(i 一 +)， 在 上 述 两 种 情形 中 ， 
使 用 这 个 函数 所 得 的 系统 的 性 质 的 理论 是 一 样 的 ， 只 要 特征 
泛 函 @ 可 以 恰当 地 用 二 次 型 或 高 斯 型 (12-40) 近似 ， 

当然 ,因为 在 前 面 各 章 里 ,我 们 已 经 费 了 相当 多 时 间 以 各 


1) 局 前 面 p.347 的 注 考 . 
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种 方式 运用 高 斯 泛 函 ,所 以 到 现在 ,我 们 已 知道 如 何 处 理 它们 
了 . 在 这 种 特殊 情况 中 。 :的 出 现 不 同 于 典型 量子 力学 中 的 
情形 。 它 意味 着， 函数 在 节 7-4 中 是 实 的 ,在 这 儿 却 是 虚 的 . 
然而 ,这 儿 并 不 需要 任何 数学 方面 的 评论 ;只 不 过 要 认识 有 某 
些 差别 ,并 为 了 解 结果 细节 中 的 这 些 差别 做 准备 . 
相应 于 特征 泛 函 (12-40) 的 几率 分 布 是 


PII ~ exp 二 十 作 [fo — FO) IL Ce) 


— FC)]BG,1) addr’!, (12-41) 


现在 这 上 儿 的 函数 B(1, 1 ) 是 与 4(1, 7) 互 逆 的 传播 子 ， 即 雇 
数 4 和 B 的 关系 是 


| A(1,T7)B(T,s)drt 一 00 一 了 )。 (12-42) 
问题 12-1 证 明 上 式 . 


用 第 七 章 中 介绍 的 方法 。 从 特征 泛 滔 可 以 计算 这 个 分 布 
的 全 部 参数 。 

现在 ， 我 们 将 更 详细 地 研究 与 时 间 无 关 的 训 斯 噪声 的 某 
些 物理 特性 , 即 我 们 要 研究 的 分 布 的 特征 泛 函 是 


0 一 exp | 一 | RO) ROI AC — tat de |. (12-43) 


函数 4(7) 称 为 相关 函数 。 式 (12-43) 意味 着 ， 观 寨 到 特定 
噪声 函数 f(z) 的 几率 是 
p[f (2) ] 一 exp 一直 fC CIBCG — 17) dide’ |. 
(12-44) 


出 现在 上 式 后 面 的 函数 B 是 相关 函数 4 的 送 . 亦 即 | B (1 一 ;) 
“4(s)ds 一 5CD ,或 者 说 ,如 果 
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sr(o) 一 | ACr J)exp (ior)ar (12-45) 


是 4(7) 的 傅 里 时 变换 , 则 B(T) 的 全 里 叶 变 换 是 1/2Z (w)， 

我 们 将 由 计算 这 个 分 布 函数 的 一 些 性 质 开 始 ， 我 们 先 证 
明 , 此 噪声 信号 的 平均 值 等 于 零 ， 这 是 因为 , 像 在 式 (12-13) 
中 一 样 ,此 噪声 函数 在 特定 了 时刻 : 一 “ 的 平均 值 是 


__ ,8609 
(CO 一 一 
在 此 表达 式 中 , 式 (12~43) 中 的 泛 孙 8 的 导数 由 下 式 给 出 ( 参 
看 节 7-2): 


(12-46) 


pp 一 | 一 ka ACt — a) de| @, (12-47) 


如 果 对 特定 函数 &(z) 一 0 求 它 的 值 ,那么 它 变 成 零 . 

其 次 ,我 们 计算 此 噪声 函数 平方 的 平均 ,或 更 好 一 点 ， 计 
算 在 时 刻 a 和 2 的 两 个 噪声 了 员 数 乘积 的 期 待 值 ， 称 为 噪声 的 
相关 函数 .把 式 (12-12) 两 边 微 商 两 次 ,得 


f(a)fC2)) 一 RD 


Ab 一 oo 一 | CD 4CG — a) a | 
. | (AC 一 224 B, (12-48) 
如 果 对 函数 和 = 0 求 值 , 它 就 是 4(b 一 a)， 这 就 是 把 4 叫做 
相关 函数 的 原因 。 
12-5 噪声 谱 


噪声 分 布 最 有 用 的 特性 是 噪声 的 功率 谱 ( 参 看 问题 6- 
26)， 它 定义 为 噪声 函数 的 傅 里 叶 变 换 平 方 的 平均 值 即 


中 (o ) 一 | f 2) exp(iwi) a (12-49) 
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的 平方 平均 信 ， 应 用 以 前 的 结果 ,我 们 可 以 计算 它 
《ea — (iCa) exp Con)aa | {6)exp(—io6)as) 
= || HCC) expliola — 5)1dadb 


— | A (b — a)expliw(a 一 0)] dadb 


Pp 


— | (wda. z (12-50) 
其 中 我 们 已 经 使 用 了 函数 5 (w), 它 是 相关 函数 4 的 伟 里 叶 
变换 [参看 式 (12-45)].。 
如 果 我 们 完成 式 (12-50) 最 后 一 步 所 确定 的 积分 ， 当 然 
会 所 得 结果 为 无 限 大 ， 因 此 ,我 们 现在 企图 算出 的 方 沟 值 只 
对 某 有 限时 间 间 隔 才 有 定义 。 如 果 取 单位 时 间 间 隔 。 那 么 我 
们 可 以 说 ,每 秒 平均 功率 是 
每 秒 平均 14(o)|: 一 2e(o)， (12-51) 
我 们 可 将 这 些 一 般 结 果 中 的 某 些 部 分 应 用 于 许多 小 脉冲 
引起 的 噪声 的 特例 。 此 问题 中 的 相关 函数 是 式 (12-22) 中 引 
人 的 uA(T), 即 
A(r) — p | eb) gl +z)ar。 (12-52) 
这 意味 着 ,功率 函数 (实际 上 称 其 为 功率 谱 ， 因 为 它 是 按 频率 
定义 的 ) 是 
2e(o) 一 mp | gC) 8 (1 + tr)explior)d 


一 pl7(w)|,, (12-53) 
其 中 >(Co) 是 脉冲 防 数 gC) 的 健 里 叶 变 换 . 我 们 可 以 更 直接 
地 解释 此 问题 的 这 个 简单 结果 如 下 。 如 果 脉 冲 在 时 刻 ii 发 
生 ， 那么 1 (2) 一 2 8 (4 一 人， 其 传 里 叶 变 换 是 6 (w) 一 
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2， 7r(o)exp(ior)。 这 样 ，$(o) 平方 的 平均 值 为 


(160) 1) = | 3 Ir Cb expliols 一 从 ]|.G2-54) 


但 是 ,因为 时 刻 1 是 随机 的 ,并 且 ; < f 时 它 与 4 无 关 , 于 是 
exp [io 人 xz 一 4)] 的 平均 值 等 于 零 ,所 以 全 部 i 志 i 的 项 都 平 
均 掉 了 ， 只 剩 下 i ~ i 的 项 ， 每 一 项 是 |7(w)|*， 并 且 它 们 
共有 pu7 项 ;因此 14$Cw) | 的 每 秘 平均 值 是 p17 (Cw) 

在 特殊 情况 下 ， 特 征 函 数 可 以 由 式 (12-25) 的 白 噪声 特 
征 来 近似 ,此 时 函数 4(: 一 2) 一 5G 一/) 乘 以 一 个 常数 . 
这 意味 着 ，22 (o) 与 。 无 关 , 在 所 有 频率 处 每 单位 频率 区 间 
的 “功率 [每 秒 14(o)|: 平均 1 相同 . 

如 果 , 不 是 给 出 几率 分 布 f(z) ， 而 是 直接 给 出 其 傅 里 叶 
变换 式 p(w)， 并 且 不 是 用 (2) 给 出 特征 光 函 ， 而 是 用 其 传 
里 时 变换 式 K(w) 


K(w) = Ke exp( 一 io 人 三 (12-55) 
那么 ,我 们 可 以 非常 方便 地 描述 这 些 分 布 。 使 用 这 些 函 数 , 对 


应 于 式 (12-43) 噪声 分 布 特征 泛 函 是 [直接 把 式 (12-55) 的 
逆 变 换 式 代 入 式 (12-43)] 


0 一 exp [一 六 ) IKCO) PS (0) 经 |. (12-56) 


对 应 于 式 (12-26) 的 几率 泛 琐 是 
户 一 exp [一 去 全 天 (Co) |. (12-57) 


2 Tm) 2r 


我 们 可 以 用 下 述 方式 非常 直接 地 从 式 (12-56) 推出 式 (12- 
57) 的 结果 .注意 


exp E C1) | 一 op |i| Ko)e(o) 


2 |， (12-58) 
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一 ”二 -Don 


因而 式 (12-14) 隐 含 着 
p = | Dexp -i KCw) bl) 2 | BK wm), (12-59) 
现在 如 果 我 们 想像 % 的 可 能 值 是 分 立 的 ， 其 分 开 的 间隔 


为 无 限 小 A， 那 么 式 (12-56) 和 式 (12-57) 指数 中 的 积分 可 
以 用 黎 曼 和 代替 ,路 径 积 分 变 成 


一 本 | exp [— 全 IK() bo) 
+ iAK(0m)gy (0)| dK(w). (12-60) 
每 个 w 值 的 积分 可 以 分 别 做 出 (用 配方 法 ) ,得 


一 全 (Co) 
1 “| — ge 

莱 在 一 起 就 得 到 式 (12-57)。 显然 ， 在 一 个 频率 处 发 生 的 事 

与 在 另外 频率 处 发 生 的 事 无 关 ， 而 在 频率 w 处 的 信号 强度 

4(o) 是 高 斯 型 分 布 , 它 的 平均 平方 正比 于 9 (w). 


(12-61 ) 


12-6 布朗 运动 


一 般 来 说 ， 路 径 积 分 确实 无 助 于 解决 其 他 方法 不 可 能 解 
决 的 问题 。 尽 管 如 此 ， 那 些 与 我 们 一 道学 习 至 此 并 且 现 在 部 
悉 了 路 径 积分 的 人 们 会 发 现 , 当 将 它 应 用 于 几率 问题 时 , 它 的 
表达 式 的 形式 和 时 辑 都 非常 简单 而 直接 ， 

例如 ,在 布朗 运动 理论 中 ,我 们 可 以 有 一 个 线性 系统 ， 比 
如 说 ;一 个 由 起 伏 力 1(z) 控制 的 阻尼 谐振 子 。 设 此 振子 的 质 
量 等 于 1， 我 们 必须 要 解 

7 wor = f(7), (12-62) 
其 中 x(#) 是 振子 的 坐标 。 如 果 不 知道 函数 1(:) , 而 只 知道 其 
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几率 分 布 py[f (2) ], 那么 各 种 响应 *kz) 的 几率 分 布 pefxrkz) ] 
如 何 ? 方程 (12-62) 将 * 与 了 联系 起 来 了 ; 即 对 应 于 每 一 个 
f(x) 有 一 个 xzG) 。 因此 ,给 定 x 的 几率 与 对 应 了 的 几率 相 
同 ,或 
ps[Lx C2) IDBxC) = pylfl#) JBI1(), (12-63) 
其 中 x 通过 式 (12-62) 与 1 有关 .一 般 来 说 ， 我 们 必须 非常 
小 心地 建立 2x (人 与 多 f(z) 之 间 的 关系 。 因 为 还 有 类 似 于 
“体积 ”元 之 间 的 系数 行列 式 存在 ,但 是 当 f 与 x 是 线性 关系 
(如 上 面 那样 ) 时 ,这 个 “系数 行列 式 ” 是 一 个 常数 ;于 是 ， 像 通 
常 进行 路 径 积 分 时 所 做 的 那样 ， 如 果 我 们 确信 最 终 能 归 一 化 
我 们 的 答案 ,那么 我 们 有 
bp.[z(a] 一 常数 p(X 一 Yt 十 woxr), (12-64) 

它 给 出 一 个 形式 解 ， 车 pj 是 高 斯 型 的 , 则 p; 也 是 , 此 时 可 以 
用 许多 方法 解决 问题 ， 最 明显 的 是 用 傅 里 时 级 数 方法 ， 只 机 
oi 和 7 与 时 间 无 关 . z 

无 论 如 何 可 以 提出 许多 问题 ， 用 式 (12-64) 作为 出 发 点 
可 以 解决 或 部 分 解决 它们 。 我们 将 考察 一 个 特殊 的 例子 。 一 
个 快 粒子 穿 过 物质 时 ,由 于 它 在 核 旁 经 过 ,其 速度 有 一 些小 而 
明确 的 改变 。 窜 过 厚度 工 之 后 , 它 在 距 原 点 (其 原来 的 直线 路 
径 延 长 )DD 处 出 现 并 在 偏转 和 角 6 方 向 上 运动 的 几率 多 大 ? [ 见 
图 (12-1).] 

我 们 假定 ， 相 互 作用 不 会 引起 粒子 的 纵向 速度 的 可 闹 量 
到 的 损失 ,并 且 粒 子 所 穿 过 的 物质 是 均匀 的 ,进而 假设 ，6 总 
是 小 的 粒子 的 运动 是 大 量 碰撞 的 结果 ， 每 一 次 碰撞 影响 不 
大 。 我 们 假设 , 在 无 穷 小 厚度 4z 内 碰撞 的 期 待 次 数 是 4&， 而 
每 次 碰撞 使 粒子 偏转 的 角 是 A， 它 由 几率 分 布 p (人 ) 4A 决 
定 ， 再 假定 ， 这 个 几率 分 布 导致 的 平均 平方 值 由 下 式 给 
出 : z z 
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图 12-1 一 个 快 粒子 垂直 入 射 到 厚 了 的 物质 片上 。 由 于 与 物 

质 中 大 量 原子 核 的 相互 作用 , 在 通过 厚度 t+ 《平行 于 原 运 动 方 

向 测量 ) 之 后 ， 它 偏离 原来 轨迹 (延长 线 ) x*. 最 后 ; 它 在 距 0 

点 (如 果 不 偏转 , 它 应 该 由 此 点 出 现 )D 处 从 片 中 出 来 ,并 且 在 
与 其 原 运动 方向 成 6 角 的 方向 上 运动 


| Azp(AJZA 一 oz， (12-65) 


并 且 我 们 将 使 用 代 换 px 二 R. 

我 们 将 只 限于 注意 射 人 二 维 平 面 的 运动 ， 此 平面 包含 了 
粒子 原来 的 路 径 ,在 与 此 垂直 平面 内 的 运动 会 遵 以 类 似 规则 ， 
并 且 可 以 认为 两 个 平面 内 的 运动 互相 无 关 。 将 用 * 度量 穿 进 
物质 片 的 深度 ， 用 9 表示 在 我 们 所 考虑 的 平面 内 运动 的 瞬时 
方向 ， 用 * 度量 粒子 偏离 其 原 运 动 路 径 延 长 线 的 位 置 ， 如 图 
12-1 所 示 。 这 些 参 数 之 间 的 关系 是 dx 一 94z:, 凤 * 一 0. 

假设 偏 角 6 突然 出 现 , 于 是 6 二 1(z) ， 式 中 了 是 一 组 随 
机 间隔 开 的 5 函数 ,具有 随机 的 高 度 。 这 意味 着 = 二 f(z:)， 并 
且 py[f(Q) ] 的 特征 泛 函 是 


由 一 exp (=-eja — w[Ik()1}as), (12-66) 
其 中 
Wlw] = | pCA)exp (iwA)aa. (12-67) 


注意 ,已 经 设 和 的 平均 值 是 零 , 也 假定 偏转 本 身 很 小 ， 现 在 如 
果 展 开 G(w) 一 exp (iwA), 
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4 上 
了 [oo] = | ?A +ioA 一 本 合十 “aA, 


(12-68) 
并 只 使 用 人 的 二 阶 项 ,得 到 W[e] 一 1 一 wir/2， 那 么 有 
_1 Ta _ 

0 exp( 2 R | [RC) Tas). (12-69) 


这 又 隐 含 着 
pt) I exp (一 二 R 人 ID 了 tt) 012-70) 
天 此， 
prlz(D ] 一 常数 exp | 一 二 |, [#C2) Parl, (12-71) 


我 们 希望 求 出 几率 分 布 PLD，6)， 在 假设 粒子 进入 时 的 
初始 条 件 为 x*(0) 二 0 和 x0) 一 0 的 前 提 下 ，p(D，9) 会 给 
出 粒子 在 位 移 马 处 出 现 、 并 以 偏 角 9 运动 的 几率 。 我们 不 去 
注意 粒子 在 物质 内 部 的 确切 路 径 ， 而 只 注意 在 x(T)= 二 D 和 
(了 T) 一 9 条件 下 出 现 的 粒子 .这 样 ,我 们 把 这 个 几率 分 布 用 
对 全 部 路 径 的 积分 表示 为 


p(D, 0) = | exp (去 |, x#dt ) Bx (1), (12-72) 


其 中 已 假定 此 积分 包含 的 路 径 满 足 端 点 条 件 。 用 节 3-5 的 方 
法 可 以 完成 这 个 积分 。 此 积分 是 高 斯 型 的 ， 并 且 在 下 述 路 径 
上 它 变 为 一 个 极 值 : 

zz) = 0. (12-73) 
此 方程 的 满足 我 们 所 假设 的 边界 条 件 的 解 是 


x(t) 一 (3D 一 97) (Et) + (67 一 2D) (). 
(12-74) 
在 式 (12-72) 指数 函数 的 被 积 函数 中 使 用 这 个 路 径 ， 我 们 发 


。 367 。 


现 ， 


1 ; ji 2 站 
1 ,za 一 6 (2 一 过 + -二 ，(12-75) 


2R RT 2 2RT? 
这 意味 着 ,我 们 所 求 的 几率 分 布 是 
p(D,0) = 请 数 . 
6 OT’ 0’ 
oR? 2) RH) 7 


在 一 些 实际 情况 中 ， 我 们 实在 可 以 不 注意 粒子 偏离 我 们 
所 规定 的 原点 的 精确 线性 距离 。 但 是 得 注意 粒子 离开 物质 片 
时 的 偏 角 。 给 定 了 全 面 的 分 布 函数 式 (12-76)， 要 想 求 只 对 
角度 的 分 布 函数 是 简单 的 ， 只 要 将 式 〈12-76) 对 所 有 忆 值 积 
分 。 其 结果 是 exp( 一 2 /2R7)。 这 正 是 所 期 望 的 结果 ， 因 为 
我 们 已 经 假设 ， 偏 角 的 均 方 值 ( 应 该 如 所 要 求 的 那样 ) 在 单位 
厚度 中 为 R， 所 以 对 应 于 总 厚度 了 的 这 个 值 应 是 RT。 

下 面 假定 我 们 只 注意 在 特定 角 9 方向 上 运动 的 粒子 ， 并 
且 考 虑 那些 粒子 中 出 现 位 置 为 D 的 粒子 分 布 孙 数 。 我 们 发 
现 , 在 D 一 97/2 处 几率 分 布 有 极 大 值 ， 如 果 要 求 最 终 偏 角 
9 以 平滑 方式 成 为 厚度 的 线性 函数 ， 从 零 开 始 直到 其 最 后 的 
值 ,那么 D = 9T/2 应 是 所 期 待 的 位 置 . 在 此 情况 下 , 穿 过 物 
质 片 偏 角 的 平均 值 是 2/ 2. 

问题 12-2 证明, 几率 函数 PLD,8)4Da8 有 要 求 的 归 一 化 常数 是 


常数 一 \/ -二 /= 二 (12-77) 


12-7 量子 力学 


在 这 一 节 和 下 几 节 ， 我 们 希望 考察 如 何 系 统 地 阐述 量子 
力学 中 的 统计 间 题 。 量 子 力学 从 本 性 上 就 涉及 几率 ， 因 为 其 
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至 一 个 已 知 状态 ， 也 隐 售 着 在 其 他 态 中 发 现 它 的 几率 ， 除 此 
之 外 ， 还 可 能 有 许多 外 在 的 不 确定 性 ， 例 如 ， 我 们 可 能 并 不 
确切 知道 一 个 状态 ,而 可 能 只 知道 此 状态 有 一 定 几率 是 这 样 、 
又 有 一 定 几率 是 那样 。 这 种 情形 类 似 于 一 种 经 典 力学 情形 ， 
其 中 不 知道 初始 条 件 ， 而 只 知道 有 一 个 初始 几率 分 布 条 
忻 。 我 们 已 经 处 理 了 统计 力学 的 这 类 情况 (参看 第 十 章 )， 不 
过 那 是 非常 特殊 的 情形 ， 其 中 能 量 为 E 的 状态 具有 几率 
exp( 一 E/tt)， 本 节 我 们 将 处 理 更 一 般 的 问题 ， 

在 给 定 外 势 Vi 的 条 件 下 ,我 们 能 再 一 次 得 到 量子 力学 
系 绕 的 性 质 ， 但 是 若 此 势 是 不 确定 的 ， 只 有 一 个 几率 分 布 
PLV()]BV (1)， 我们 能 说 些 什么 呢 9 我 们 是 否 需要 对 每 个 
V(z) 去 解决 问题 ,然后 再 平均 , 是 否 有 某 种 办 法 能 在 了 (Ce) 取 
平均 之 后 把 解决 问题 的 公式 写 出 来 ? (我 们 希望 有 这 种 办 法 ， 
因为 党 有 这 种 情形 ， 与 在 广泛 的 条 件 范围 内 寻找 原始 问题 的 
一 般 解 比较 起 来 。 取 平均 之 后 解 统计 间 题 事实 上 村 容易 得 
多 .) 本 节 我 们 将 找 出 这 种 公式 。 然 后 , 我 们 将 继续 讨论 受 护 
动量 子 力学 系 绕 的 情形 ,此 扰动 不 仅 来 自 经 典 系统 ,而 且 也 来 
自 其 他 量子 力学 系统 ,后 者 本 身 也 有 绕 计 不 确定 性 . 

本 章 的 主要 目的 是 表明 ， 这 些 和 另 一 些 问题 的 公式 怎样 
写 出 ， 我 们 将 不 详细 处 理解 决 特殊 问题 的 方法 ， 描 述 它们 仅 
仅 是 为 了 帮助 我 们 理解 所 要 达到 的 一 般 公式 ， 

首先 ， 我 们 希望 讨论 量子 力学 系统 中 与 布朗 运动 类 似 的 
运动 ， 即 我 们 将 假设 ， 一 个 量子 力学 系统 的 未 受 扰动 作用 量 
是 S(9)。 在 一 个 外 势 了 CD) 影响 下 , 它 的 作用 量变 成 ? 

$v(9) 一 SC) + | 9CDPCD2 (12-78) 
1) 我 们 这 里 的 全 部 工作 都 假定 只 有 一 个 坐标 4. 但 任何 人 都 可 以 立即 推广 


到 几 个 坐标 qi 的 情况 (于 是 了 是 一 组 势 了 ;7， 也 可 以 推广 到 作用 量 里 了 ， 
的 系数 不 是 简单 的 9， 而 是 某 个 更 复杂 的 算 符 的 情形 . 
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i 加 i 


如 果 我 们 问 : 系统 在 某 初 始 时 刻 ti 从 位 置 9(4i) 一 4 出 
发 ,于 终了 时 刻 ty 到 达 位 置 4 的 几率 是 什么 ? 那么 ,答案 是 
几率 幅 的 平方 1K(9j,1y; 9i4;)1。 或 者 , 若 我 们 再 指定 初始 状 
态 是 用 波 函 数 gp(4) 描述 的 态 ， 终 态 是 用 波 函 数 x《9) 描述 的 
态 , 则 从 8 跃迁 到 x 的 几率 是 


PLz(9)3 CI 一 | #*C4)KCas 1; gi» 4) 


* pCq)agadg| 一 人 x*(g;)x( gq7) 

* 天 (gj 11; 9i9 ti)K* (qt, 11; qi ti) 

~ pq)p*(q)dqgidgidqrdaqr (12-79) 
显然 ,只 要 我 们 可 以 求 出 

K(qys 113 9isti)K*( qs, 113 i» 4i), (12-80) 

则 所 有 式 (12-79) 一 类 问题 都 可 以 求解 ， 式 (12-80) 中 第 一 
个 因子 包含 了 路 径 积分 | exp{;S[9(9)]}04(C2)， 而 第 二 个 复 
共 扼 因子 是 exp{ 一 3[9(D]j524(9。 每 个 积分 的 路 径 具 
有 合理 的 端点 ， 在 写 出 式 (12-80) 的 乘积 时 ， 我 们 把 第 二 个 


积分 中 的 路 径 变 量 记 做 Y(。 并 且 可 以 把 式 (12-80) 表示 为 
双重 路 径 积分 


(setist4D]1 一 [9COT2aGGwGD。 (12-81) 


把 此 积分 对 各 个 端点 求 和 便 得 所 求 之 几率 . 
如 果 有 势 V 作 用 ， 则 应 该 在 式 (12-81) 中 用 Sy 代替 5， 
而 此 表达 式 变 成 


1) 我 们 假定 ，S[e(z)] 是 实 的 ,并 且 此 处 我 们 的 单位 是 定义 得 使 一 1， 像 
第 十 一 章 那样 ， 
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二 


(| ee {ist a6) 1 — isLg (D1 + i) 9 VO 


一 | OMOGLA DI DT). (12-82) 


不 过 现在 假定 势 只 是 按 几 率 意 义 为 已 知 的 ， 即 我 们 只 知道 势 
为 VG) 的 几率 是 PvLV(z)19BV(z)， 于 是 要 计算 从 $8 到 x* 的 
几率 ,就 要 先 对 每 个 VG) 计算 式 (12-79), 再 对 所 有 了 (z) 取 
平均 , 取 平 均 中 , 每 个 了 (Ca 有 权重 PyvLVG)]BV(z)。 这样， 
得 
P( 一 xz) 一 人 x**(q/)x(q1) (9;, 913 4i» 9;) 
Xp(q)p*(g)dgiagqidqgdg (12-83) 


其 中 J 是 式 (12-82) 对 所 有 VC#) 按 权重 Pv[V (sw) ] 多 V4) 
平均 的 结果 ; 即 


1= (|| exp {iSL 90D1 一 SLC] 


士 | [4(4z) 一 OAGEA. 

“Pv[VO)I DI DTDV), (12-84) 
其 中 积分 是 在 合理 的 端点 9(1) 一 9:。 9 一 9，9 (1) 二 
41，94'(0) 一 9! 之 间 进 行 的 。 实 际 上 ,这 种 先 选 择 端点 , 再 按 
照 取决 于 问题 的 波 泥 数 分 布 对 各 个 端点 值 进行 积分 ， 就 是 J 
对 于 不 同 端 点 条 件 和 的 和 ,以 后 我 们 不 再 考虑 这 一 点 ,在 讨论 J 
时 似乎 已 经 有 了 几率 一 样 ,而 让 读者 记 住 ,这 里 还 有 一 后 工作 
没 做 完 。 这 样 ,我们 就 可 以 集中 精力 于 主要 特点 , 即 计 算 一 个 
双重 路 径 积分 , 它 是 计算 7 所 必须 的 。 

用 这 种 形式 ,我 们 可 以 清楚 地 算出 对 了 (Go 的 积分 , 并 且 

看 出 ,为 了 找到 平均 以 后 的 几率 ,我 们 必需 计算 下 列 双 重 路 径 
积分 : 
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1— || sefisteGD] 一 539C9]jelaG 一 9 
. DI D4 (1) z (12-85) 
其 中 pL&(z)] 是 属于 几率 分 布 Py 的 生成 泛 函 ,于 是 


BLA = | exp | KV ds | 
"Py[VG) DVO). (12-86) 


这 样 ， 式 (12-85) 回答 了 我 们 的 间 题 : 把 答案 表示 成 平 
均 以 后 成 立 的 形式 . 它 包 括 计算 上 述 双 重 路 径 积 分 ， 当然 ， 
如 何 求 它 是 另 一 个 问题 ， 不 过 本 书 所 讨论 的 一 些 方法 可 能 是 
有 用 的 .在 这 两 节 ， 我 们 只 讨论 如 何 把 各 种 问题 明确 表述 出 
作为 应 用 式 (12-85) 的 一 个 例子 ， 设 VQ) 是 高 斯 噪声 ， 
其 平均 值 为 零 , 特征 函数 为 4(:*, “7， 如 式 〈12-46) 中 一 样 ， 
我 们 必须 计算 


1 = || sp {isL (D1 — isL (D1 — 


(ig) — rg) 9A, ae 


DI D490). (12-87) 


由 于 至 少 在 这 个 新 的 因子 中 ，4 和 9 只 旦 现 二 次 项 , 因此 以 
前 对 二 次 型 讨论 过 的 某 些 方法 可 能 有 用 . 当然, 如果 5(9) 本 
身 是 二 次 型 ,对 应 于 谐振 子 , 那 么 ， 用 节 3-5 的 方法 可 以 精确 
求 出 这 个 路 径 积 分 ， 
12-8 影响 泛 函 

现在 我 们 希望 讨论 某 量子 力学 系统 的 性 质 ， 其 广义 坐标 
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记 为 9， 它 与 另 一 系统 相互 作用 , 后 者 坐标 记 为 02 我们 假 
设 , 要 作 的 全 部 测量 都 只 对 系统 4 进行 ,而 对 系统 2 不 进行 任 
何 直接 测量 ， 例 如 ,我 们 可 能 关心 ,原子 因为 位 于 电磁 场 中 并 
且 可 能 辐射 而 引起 的 各 种 财 迁 是 如 何 进行 的 .我 们 只 打算 研 
究 原子 ,而 不 直接 测量 由 其 发 射 的 光 ， 这样，4 是 原子 坐标 ， 
而 0 是 场 坐 标 , 如 果 我 们 用 另 一 种 方式 研究 它 、 即 如 果 我 们 
只 观察 与 原子 有 关 的 光 ( 发 射 \ 吸 收 或 散射 ), 而 全 不 探求 直接 
涉及 原子 变量 的 任何 量 , 那 么 ,我们 也 可 以 用 现在 的 分 析 ， 只 
要 让 8 为 原子 的 坐标 ,而 让 4 为 电磁 场 坐标 ， 例 如 , 若 我 们 要 
研究 光 折 射 率 的 理论 , 则 4 仍 是 场 变 量 , 而 9 是 光 所 通过 那 块 
物质 的 变量 。 再 举 另 一 个 例子 ， 设 我 们 要 研究 的 是 晶体 中 的 
电子 (或 液体 中 的 离子 ) 的 性 质 ， 测 量 分 析 只 直接 涉及 电 答 的 
位 置 ,而 不 管 蝇 体 材料 。 例 如 ,我 们 可 能 想 了 解 在 某 种 环境 中 
产生 的 电流 (电子 速度 )， 但 是 不 打算 考虑 所 产生 的 声 子 数目 
的 相互 关系 。 这样 ，4 是 电子 坐标 ， 而 2 是 晶体 物质 的 所 有 
其 他 坐标 

令 S[ 4(z)] 是 系统 4 的 作用 量 ; So[ 0()] 是 只 有 环境 系 
统 时 的 作用 量 ; 5;[9(z),9Q) ] 是 环境 系统 8 和 所 关心 的 系统 
4 之 闻 祖 互 作用 的 作用 量 。 联合 系统 的 作用 量 是 S14(2)] 十 
So OC(2)] 十 S:[9G),0(2)1], 可 以 从 双重 路 径 积分 计算 出 涉及 
联合 系统 的 任何 事件 的 几率 ， 这 个 双重 路 径 积 分 是 式 (12- 
81) 的 一 个 明显 的 推广 形式 ,现在 把 它 写 为 


1 = 时 spGtstqGD1 一 SLYCO1+ Sinl 9() 00)] 
一 Sint[9g (2) ,0 ] + SAOW1— So OQ) TY) 
DID ON DI D OC). (12-88) 


1) 8 代表 任意 数 上 且 的 坐标 ,一 般 地 , 这 另 一 个 系统 可 能 非常 复杂 。 我 们 将 只 
用 一 个 变量 8， 但 这 样 作法 基本 上 不 影响 一 般 性 . 
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但 是 ,如 梨 对 2 我 们 不 需要 测量 ， 只 需要 研究 与 4(z) 的 关系 ， 
那么 ,我 们 可 以 把 答案 的 形式 写 为 
= | exp {iS[ 49(2) ] — iS[gq'(z) FE59Go ,9° (7)] 
“ YI) D9 (0), (12-89) 
其 中 泛 函 F[g(z) ，9 (2) ] 我 们 称 为 影响 泛 函 ， 它 是 两 个 观 
数 gq(z) 和 9 (的 泛 函 ,对 于 这 个 具体 问题 , 它 由 下 式 给 出 : 


F[q(z) ,9 (0) 1= >) | exp{iS,[ O07) ] 


一 1SiLO'(C ] + iSin[ 4) ,007)] 
—iSin[Lg (zt) ,0° (2) ]} 
DOW) DO' C0). (12-90) 
对 f 求 和 意味 着 我 们 对 @ 的 所 有 可 能 终 态 求 和 ; 因为 我 
们 对 9 不 进行 任何 测量 ,环境 的 所 有 终 态 都 是 可 能 的 。 因 此 ， 
我 们 必须 把 所 有 几率 [ 即 式 (12-88) 中 的 7 函数] 加 在 一 起 . 
例如 ， 在 坐标 表象 中 ， 之 就 意味 着 ， 在 我 们 不 再 关心 相互 


作用 之 后 的 某 一 终了 时 刻 4， 我 们 必须 取 0G) 一 0' (1)= 
2， 并 对 所 有 的 9) 积分 . 

总 的 来 说 ， 可 以 用 类 似 于 式 (12-89) 中 的 双重 路 径 积分 
来 讨论 一 个 系统 在 任何 环境 中 的 性 质 ， 该 式 中 的 下 是 环境 的 
一 种 性 质 ， 也 就 是 环境 对 系统 的 “影响 ”。 它 综 合 了 所 有 与 
9(:) 有 关 的 环境 。 只 要 它们 恰好 导致 相同 的 泛 函 F, 则 在 物 
理 上 可 以 用 完全 不 同 的 方式 构成 两 种 可 能 的 不 同 的 环境 条 件 
(如 4 和)。 于 是 就 系统 9 的 性 质 来 说 ， 它 们 是 不 可 区 分 
的 . 

这 个 有 点 类 似 于 在 按 经 典 方式 分 离 相互 作用 系统 性 质 
时 所 使 用 的 “外 力 ”。 只 要 我 们 假定 知道 了 环境 所 产生 的 力 
(作为 时 间 的 函数 )， 我 们 就 可 以 只 分 析 9 的 运动 。 这 些 只 涉 
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及 4 的 牛顿 运动 方程 与 式 (12-89) 大 致 相似 ,而 式 (12-90) 
则 对 应 于 计算 给 定 环境 所 产生 的 力 。 对 4 产生 同样 力 的 两 个 
不 同 环 境 是 等 价 的 。 实 际 上 ,这 种 类 似 只 是 近似 的 ,因为 包 
括 了 环境 的 全 部 影响 ， 其 中 还 有 由 于 4 的 反作用 引起 的 环境 
性 质变 化 .在 经 典 类 似 中 ，F 应 该 对 应 于 : 不 仅 知 道 力 是 时 
间 的 什么 函数 ,而 且 知 道 对 于 物体 的 每 个 可 能 的 运动 4(z) 力 
应 该 是 什么 样 。 当 然 , 对 于 给 定 的 环境 系统 ， 力 一 般 与 9G) 
的 运动 有 关 ， 因 为 环境 系统 要 受到 它 本 身 与 所 讨论 的 系统 4 
的 相互 作用 的 影响 . 

因此 ， 导 致 我 们 去 研究 影响 泛 函 的 性 质 。 我 们 将 只 列 出 
几 条 规则 ,并 给 出 它们 是 如 何 推出 的 某 些 有 关 提 示 . 

规则 1. 

F[gC) qz 1* = F[g(z) ,9(7) ]， (12-91) 

其 中 星 号 的 意义 是 复 共 圈 ， z 

规则 2 。 如 果 当 z 大 于 某 个 值 a 时, 令 自 变 函 数 9(z) 和 
q(t) 相等 ;, 则 当 上 二 时， 与 9(09 的 实际 值 无 关 。 

规则 3 。 如 果 F; 是 特定 环境 i 的 影响 泛 函 ,但 实际 是 什 
么 环境 我 们 并 不 知道 ,只 知道 环境 i 的 几率 是 ww， 则 等 效 ( 对 
于 一 切 几率 计算 来 说 ) 影 响 泛 函 是 


F 一 DS) wiF. (12-92) 


规则 4。 如 果 系 统 4 同时 与 两 个 外 部 系统 4 和 B 相 互 作 
用 ，4 和 B 之 间 没 有 直接 相互 作用 ， 并 且 在 初始 条 件 里 它们 
之 间 没 有 关系 ,那么 
F 一 FA .Fas， (12-93 ) 
其 中 F4 是 4 单独 与 4 相互 作用 时 的 影响 泛 函 , 而 Fs 是 B 单 
独 与 4 相互 作用 时 的 影响 泛 少 . 
规则 5。 如 果 影 响 泛 沙 F 可 以 用 下 式 相 当 好 地 近似 : 
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F — exp {i | [g (0) — gD IV CD dj， (12-94) 
则 系统 4 的 性 质 像 是 处 在 经 典 势 了 (2) 作用 下 ,其 相互 作用 作 
用 量 为 | gl) Vz) dt。 若 它 有 形式 F(9,9) 一 0@[4() 一 


4 (GD) ]， 式 中 2[4AG) 是 任何 泛 函 , 则 此 环境 等 价 于 一 经 典 
环境 , 不 过 势 V(z) 是 不 定 的 。 [2 是 了 (9 的 分 布 的 特征 泛 
阴 ,] 

显然 ， 直接 从 式 (12-90) 就 得 到 规则 1。 这 个 表达 式 也 
能 解释 规则 2, 不 过 要 用 远 为 精细 的 方式 .注意 ,对 于 有 任何 
确定 作用 量 $0) 和 任何 给 定 初 始 态 的 任何 系统 ,都 有 


>， | exp {iSAL OC) ] — iSiA 0’ (2) 1) / 
.BOW DBO) = 1. (12-95) 
这 是 因为 由 式 (4-37)， 上 述 积分 并 对 终 态 求 和 了 所 得 结 
果 等 价 于 
| EC 1 Qi, OK*(Q,, 全 91,1) DQ 
= 6(0; 一 00). (12-96) 


于 是 ， 若 初 态 波 函 数 是 pb(9;)， 则 像 式 (12-79) 中 于 做 的 那 
样 ,我 们 应 乘 以 $(9;)$*《(9;) 再 积分 ,得 


| aceDer 0’)8(0; — 0')40;a0 


一 | IC0)la0 = 1. (12-97) 


现在 注意 ,如 果 在 式 (12-90) 中 ,对 于 一 个 已 知 的 在 全 部 时 间 
内 都 固定 的 49C2) , 我 们 令 了 (Co 一 4(z), 则 我 们 有 像 式 (12- 


95) 那 祥 的 表达 式 , 其 中 等 效 ( 并 且 是 确定 的 ) 作 用 量 是 


SAOC) 1] = SE[O( ] 十 Sint[9Cz) ,0()] 
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以 及 
SA OC = SLOCQ) I+ Sul 9G) ,0 0) ]， 


正如 所 求 , 只 要 9 一 9)。 所 以 F194(2) ,40 ] 一 1 

在 时 间 间 隔 a 守 上 和 安 少 内 做 同样 论述 ,使 用 与 式 (12-96) 
类 似 的 关系 (不 过 要 用 ae、9., 替换 t;、0;) 表明 , 若 当 :1 >“ 时 
4(z) 一 90) ， 则 当 z > a 时 FF 对 94(z) 的 依赖 关系 消失 ， 
为 当 上 > 4 时 , 式 (12-96) 右边 与 94(z) 无 关 . 

规则 3 是 下 述 事 实 的 明显 结果 ， 即 几率 由 各 个 环境 的 J 
相 加 之 后 的 结果 确定 . 

规则 4 的 条 件 意味 着 进入 式 (12-90) 的 作用 量 是 
Soa[ O42) ] + SiotsL I(t) , OQ4 (2) ] 十 Soe[Oaskz) ] 十 SintaX 
[4(z ,0s(t) ]， 并 且 只 要 初 态 本 身 是 波 函 数 的 乘积 ， 和 的 指 
数 就 变 成 了 乘积 ， 积 分 下 也 变 成 了 乘积 。 腊 清楚 这 些 ， 由 式 
(12-90) 显然 可 得 到 规则 4， 

规则 5 不 过 是 式 (12-82) 和 式 (12-85) 中 所 表示 结果 的 
文字 叙述 . 

这 些 是 影响 证 函 的 一 些 一 般 性 质 。 应 用 它们 的 计算 涉及 
作出 适用 于 式 (12-89) 的 路 径 积分 的 各 种 各 样 的 方法 。 我 们 
将 讨论 某 些 重要 的 影响 泛 函 来 结束 这 一 市 ， 

正 因为 离 斯 几率 分 布 和 商 斯 噪声 分 布 是 简单 的 又 是 重要 
的 ,所 以 高 斯 影响 泛 函 也 是 特别 重要 的 ,所 谓 高 斯 影响 泛 函 是 

站 它 与 94G) ,9 (2) 的 关系 是 二 次 型 的 指数 ， 

首先 ， 如 果 环 境 是 一 组 处 于 其 基态 (或 在 一 给 定 的 温度 ) 
的 谐振 子 。 它 们 与 所 研究 的 系统 9 线性 契合 ,那么 计算 式 
(12-90) 表明 ，F 是 高 斯 型 的 。 而 高 斯 影响 泛 函 ， 也 象 高 斯 
几率 一 样 ,在 相当 广泛 的 一 类 情况 中 是 好 的 近似 , 即 在 那些 情 
况 中 ,这 种 效应 是 非常 大 量 的 影响 产生 的 ,而 其 中 每 个 效应 又 


| 。377 。 


条 


很 小 ， 例 如 :考虑 一 个 原子 , 它 与 环境 气体 中 大 量 原 子 的 每 一 
个 都 有 很 弱 的 相互 作用 .一 个 原子 4 的 影响 非常 小 ,因此 ,其 
影响 泛 函 Fs 与 1 只 稍 有 差别 ， 然 而 ,援引 规则 4， 完 整 的 F 
是 许多 这 种 因子 的 乘积 ， 它 变 成 (几乎 ) 每 个 小 贡献 之 和 的 指 
数 .把 这 个 贡献 展开 到 每 个 原子 的 相互 作用 的 一 阶 和 二 阶 , 便 
导致 高 斯 型 影响 泛 函 . 

这 个 结论 的 一 个 应 用 是 , 置 于 空 腔 谐 振 器 中 的 一块 金属 ， 
它 对 谐振 器 的 作用 可 用 一 个 阻抗 函数 以 一 种 简单 线性 可 加 的 
方式 表示 ， 虽 然 金 属 中 的 大 量 电子 的 性 能 是 十 分 复杂 的 。 金 
属 (8) 对 空 腔 谐振 器 (9) 的 影响 泛 函 几乎 是 高 斯 型 , 按 这 种 
近似 ,这 个 金属 等 价 于 某 一 组 谐振 子 , 它 们 应 产生 同样 的 影响 
沁 子 . 

仅 包含 4G) 和 4 (9 一 次 项 的 最 普遍 的 指数 泛 函 是 


FL49G) , 90) 1] — exp 日 OLAOE 
—i|? (NU) a |， (12-98) 


其 中 VG) 和 U(#) 是 任意 复 函 数 。 然而, 如果 上 式 是 影响 泛 
函 ,那么 ,这 两 个 函数 必须 满足 上 述 五 个 规则 的 条 件 ， 规 由 ! 
要 求 GD 一 V*(z) ， 规 则 2 要 求 V4G) 一 VW)， 因 此 ，U 
和 了 相等 ,并 且 了 是 实 的 .这样 , 根据 规则 5。 最 一 般 的 线性 
泛 冰 等 价 于 经 典 外 势 作 用 量 ， 
不 需要 进一步 讨论 这 个 简单 情形 ;因为 只 要 把 9CDV (#2) 
加 到 无 扰动 问题 的 哈密 顿 量 中 ， 就 完全 可 以 分 析 它 了 。 如果 
由 数 中 二 次 项 和 线性 项 都 有 ， 那 么 这 个 线性 项 可 以 作为 因子 
提出 来 ， 这 样 ,通过 规则 4 我 们 可 以 说 , 它 是 一 个 经 典 势 加 上 
一 个 纯 二 次 项 的 泛 函 的 效应 . 
仅 包含 自 变 量 二 次 项 的 最 普遍 指数 泛 函 形式 为 
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FL49(2) ,9 (C7) ] = exp (一人 外 [ol1s 7)902) 9(7) 
DEACLASD EA 人 OONAOS, 
46(1,1)9 0) 40) ]az zz (12-99) 


其 中 0,8, 7 ，5 是 任意 复 函 数 ?。 对: 和 的 积分 遍及 全 部 
有 关 的 时 间 区 域 ,不 过 我 们 总 是 取 : >。 当然 ,这 样 做 并 不 
损失 一 般 性 ， 但 却 便于 以 后 的 分 析 ， 为 了 使 它 成 为 令 人 满意 
的 影响 泛 函 ,根据 规则 1, 我 们 必须 有 

BC ) = oa*(t,t’) . (12-100) 
和 

FY,71) = 6*(t, 1 ). (12-101) 

规则 2 给 了 我 们 大 量 人 信息。 当 : 二 a 时, 令 9(2) 一 

4 4) ， 并 假定 上 > 和 1: 二 4a， 表达 式 [ 它 是 式 (12-99) 中 
积分 的 一 部 分 ] 为 z 


性 


| | [a(ts2)9C) SC + BC,1)90) 7) 


Lr 


二 7(1,1)9G) 4) +6, 1 )9() 497) dad’, 

(12-102) 
当 1 > a,， 以 及 对 于 任意 函数 4(1)，、 它 必然 与 9(2) 无 天 :而 
当 志 二 4 时 ,与 9(1) 无 关 。 这 要 求 ( 只 要 上 > 二 二 a) 有 
81,1) = —alt, 1), 7G,1) = —B(,7). (12-103) 
但 是 因为 < 是 任意 的 ， 所 以 式 (12-103) 必然 对 所 有 的 * 和 

# 成 立 (仍然 有 限制 上 > 靖 )， 
所 以 最 一 般 的 高 斯 影响 泛 函 只 与 一 个 复 函 数 al:,!) 有 

关 , 其 形式 为 


\) 只 有 :>* 时 ,这 些 函 数 才 有 定义 
so $79 6 


exp 一作 L900) 一 9CD HG oe) 
— 4(7)a*(i, Ja de. (12-104) 


在 a(1,*) 是 实 函数 [比如 说 是 4(1,r)] 的 情形 下 ,此 泛 孙 等 
价 于 式 (12-87) 的 指数 部 分 ， 并 且 我 们 得 到 类 似 于 经 典 噪声 
微 扰 的 情形 ,一般 在 量子 力学 中 ，o 是 复 的 。 一 个 重要 的 特 
殊 情形 是 
c(t, ) = a(t Co 1), 

它 只 取决 于 时 间 差 : 一“。 于 是 我 们 处 理 的 环境 系统 是 平均 
性 质 与 绝对 时 间 无 关 的 系统 . 

为 了 帮助 理解 式 (12-104) 的 某 些 性 质 ,我 们 将 寻找 ， 在 
a 非常 小 的 情况 下 ，4 系统 在 时 间 间 隔 工 内 从 能 级 跃迁 到 另 
外 某 一 正 交 能 级 详 的 几率 ， 于 是 我 们 可 以 使 用 微 扰 论 。 展开 
式 (12-104) 中 的 , 首 项 是 1, 由 于 状态 是 正 交 的 , 它 不 给 出 
任何 结果 .. 下 一 项 是 4 的 线性 项 ， 它 有 四 部 分 ， 其 中 之 一 是 


-| a(1,1)9() 9(1 )dz'dt， 把 它 作为 F 代 入 式 (12-89) ,并 


按 式 (12-83), 令 $ 一 44 而 x 一 $m, 计算 出 这 个 结 采 , 则 可 
以 看 出 ， 对 多 9(z) 和 多 9 (4) 的 积分 是 两 个 因子 的 乘积 。 因 
子 之 一 是 对 玫 9(o) 积分 ,包含 


| expGsI9D | 一 | «C190 496) aras| P40), 
它 是 跃迁 元 (参看 第 四 章 》 
《一 人 | «C9496 9 0) ar 4) 
~ 一 人 (40) 94), 1 ) az’'dt. (12-105) 
对 4 的 职 分 恰 是 | exptiS [9]} 224 ， 它 是 跃迁 元 《1 
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的 复 共 轿 ， 用 类 似 方 式 分 析 其 他 项 ,总 跃迁 几率 是 
p(n_>m) 一 ' LD 


— o*(1,1 ml Dom 2) SC 党 
+ oe*(7,1 mI) Pnmk 9 ) 7 
OD 
(12-106) 
如 果 r9 和 是 正 交 的 ，mn《1)s 一 0， 如果 SL9] 来 自 对 应 状态 
有 能 级 E 的 常 哈密 顿 量 ,那么 有 
mG) Da = nnexp[—i(E,, — E,)], (12-107) 
式 (12-106) 只 剩 下 最 后 两 项 ,并 且 它 们 互 为 复 共 罗 ,于 是 


p(n -> m) 一 2R.P. 寺 uC 1 )exp[—iCEn 一下) 


fi - (tC— 1 )]1ar’d. (12- 108) 


问题 12-3 对 于 m = >， 证 明 P(mwm)= 1 一 之 Km”) 正 
如 几率 守恒 所 要 求 的 一 样 . 


在 时 间 均 匀 环 境 的 情形 ，a(i ,1') 一 alt 一 :')。 大 我 们 
定义 传 里 时 变换 


za(z) 一 | au(r)e-srdr。 (12-109) 


[对 于 : 一 0，a(z) 没有 定义 .] 因为 式 (12-108) 中 的 P(x 一 
m) 正比 于 积分 所 延展 的 时 间 间 隔 , 所 以 我 们 可 以 定义 每 秒 路 
迁 率 , 并 找到 上 路 迁 几率 为 

每 秒 P(rn 一 mm) 二 2ar(EmO— E,)\lIml’, (12-110) 

其 中 我 们 已 经 把 a(v) 分 成 实 部 和 庶 部 : 
a(y) = ar(»y) + iar(»v)., (12-111) 
我 们 可 以 看 到 ， 对 于 高 斯 噪声 影响 下 的 经 典 势 的 扰动 ， 
c(r) 是 实 的 [参看 式 (12-87)]， 而 ea(z>) 的 实 部 是 在 式 (12- 
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32) 中 所 定义 的 噪声 的 功率 谱 函 数 。 于 是 ， 对 这 种 经 典 噪声 
系统 ， 
ar(y) = ar(»), (12-112) 
用 一 级 微 扰 ,有 
2 一 1 的 跃迁 率 二 m 一 # 的 跃迁 率 ， (12-113) 
并 且 这 两 个 星 迁 率 都 正比 于 在 此 跃迁 频率 处 的 功率 P(w). 
于 是 ， 经典 势 引起 向 上 了 唉 迁 几 率 等 于 它 引 起 向 下 跃迁 的 几 
率 . 
另 一 个 有 意思 的 例子 是 环境 不 能 以 任何 合理 的 几率 供给 
能 量 的 情况 .例如 ， 可 能 环境 开始 处 于 基态 ， 或 处 于 绝对 零 
度 。 我 们 将 称 这 种 环境 为 " 冷 ” 环 境 。 对 于 这 种 情况 ， 系 统 4 
牙 迁 到 能 量 较 高 (2Ew > Es) 的 状态 是 不 大 可 能 的 。 因 此 ,对 
这 些 冷 环境 系统 ， 
ar(v)=0 当 了 了 二 0， (12-114) 
用 一 级 微 扰 ,有 
当 E, 之 EE， 2 一 72 的 跃迁 率 二 0. (12-115) 
因为 任何 a(v) 都 可 以 写成 一 个 和 ， 即 式 (12-112) 中 表 
示 的 类 型 加 上 式 (12-114) 表示 的 类 型 ,所 以 容易 看 出 ， 任 何 . 
时 间 无 关 的 高 斯 泛 函 等 价 于 一 个 系统 ， 此 系 绕 处 于 某 冷 环 境 
中 ， 受 到 高 斯 表达 式 描述 的 起 伏 经 典 势 的 作用 .这 个 结论 来 
源 于 规则 4 以 及 下 述 事 实 ， 即 任何 两 个 高 斯 型 函数 的 乘积 也 
是 高 斯 型 函数 。 如 果 一 个 环境 对 系统 的 相互 作用 以 式 (12- 
87) 中 的 方式 表示 成 4(:，:'), 而 男 一 个 环境 的 相互 作 用 表 
示 成 4;(1, )， 那 么 在 总 的 高 斯 型 泛 函 中 ， 总 的 相互 作用 项 
是 4 十 4。 


12-9 谐振 子 的 影响 泛 函 
下 面 我 们 给 出 一 个 例子 ,用 以 表 朋 ,对 于 由 一 个 谐振 子 
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组 成 的 环境 ,如 何 由 式 (12-90) 得 出 F。 谐振 子 坐标 为 9， 处 
于 基态 ,通过 相互 作用 Stat(49, 0) 一 AG, 9 ds 与 4 
线性 耦合 。 假 设 ,此 振子 的 质量 为 1, 频率 为 o, 于 是 


Ss(0) — 7 | LOC)’ + wiQ(e) de, (12-116) 
所 以 
Fl9(z) ,9 0) ] 一 >， | exp IE 0 


3 


+ 广 w OT+ C90) 90 | a 


”exp 1 加 9 (#2)° 
+ 00) + CF) 0 CD | 


“ DO DO' CW), (12-117) 
其 中 尺 是 终 态 ， 而 初 态 是 基态 ， 显 然 ， 对 8 的 积分 是 高 斯 型 
的 . 事实 上 ， 和 做 过 .因为 正好 是 节 8-9 对 于 受 授 
谐振 子 得 到 的 跃迁 几率 幅 G。。 当时 记 为 7Y (2) 的 力 画 数 现 
在 是 C94(z)?， 因 此 , 当 z = 二 0 时 , 式 (8-145) 给 出 
1) 读者 也 可 以 把 式 (12-117) 看 成 
FL q(t), 9 (1)1 = | dQOs1K(OF, 11; Qio tOK *( Of 74)01 £4) 


Xho OPECO) AOA O01;, 
其 中 天 是 f(z) 二 Cq(z) 时 的 受 追 谐振 于 的 传播 子 [ 式 (3-66)]， 天 ' 则 是 
1() = Cq'(:) 时 的 .qo(9) 是 振子 基态 波 函数 . 于 是 所 有 变量 0;,81， 
9 都 以 一 种 简单 的 高 斯 形式 出 现 ， 并 可 直接 积分 ， 这 样 、 我 们 会 发 现 
它 很 容易 用 于 有 限 温度 的 情形 。 这 时 状态 > 是 初 态 , 其 几率 正比 于 
exn( 一 8E,), 因 此 按照 规则 3, 由 上 式 得 到 F, 不 过 波 函 数 po(98;)9$$C0') 
要 替换 为 
常数 之 ba(OiD)4x(Coi)exn( 一 6Bw)， 


即 由 问题 10-1 中 得 出 的 密度 矩阵 pC8:,81) 来 代替 ， 这 个 积分 也 是 高 
斯 型 的 ， 
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Go = (m1) (8*)"Go, (12-118) 
其 中 Co 由 式 (8-138) 给 出 ， 而 在 式 (8-143) 中 用 C4(z) 代 
兰 7 给 出 所。 同样 ,对 0' 的 积分 是 一 个 类 似 表 示 的 复 共 斩 ， 
不 过 这 次 是 用 C84 oa 代 蔡 7 (z) 。 我 们 用 一 捕 来 区 别 这 个 代 
换 所 得 的 值 。 于 是 ,在 式 (12-117) 中 ;对 终 态 求 和 ,给 


F(9,9) 一 >，Goo G 俏 


一 DD) m1) PiB*)"Gom!)™ 


“ (—if’)”Gw 一 GoGowexp (8*6'). 
(12-119) 
正如 所 期 望 的 那样 ,由 式 (8-138) 和 (8-143) 的 代 换 , 得 到 式 
(12-104) 形式 的 FE， 不 过 其 中 


2 
Q(t ,1 一 人 exp[—iw(it — 1 )1, “(12-120) 
CO 


例如 ， 式 〈12-104) 中 的 49 项 直接 来 源 于 指数 中 的 P 8 ， 因 
为 按 式 (8-143)， 这 个 乘积 是 


全 | q(¢) ec 4 | | 4’ (#) ed | 


所 1 [9(0D Te ) ee 


+ Ta ei dd, (12-121) 
因此 ， 式 (12-109) 中 定义 的 量 a(v) 是 [参看 式 (5-17) 和 附 


录 ] 
C” —fj0t-iy! = Cr 一 ; 1 
a(»y) 一 | < de 一 | P.P. ——— 
+ zlw + y») |， (12-122) 
于 是 za(z) 的 实 部 是 
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“ec ME = 一 -~--- 一 .2 


ou 一 2 3(C0 + »), (12-123) 


对 于 正 », 它 是 零 。 正 如 所 期 望 的 那样 ,有 一 个 式 (12-114) 所 
描述 的 “ 冷 环 境 ”*"。 . : 
如 时 许多 不 同 频率 的 独立 振子 都 起 作用 ， 那 么 根据 规则 

4， 它 们 的 ar(»v) 函数 相 加 ,于 是 任何 冷 系统 (在 高 斯 近似 下 ) 
等 价 于 连续 基态 振子 集合 。 其 理由 是 , 任何 负 »v 的 水 数 
ak(2) 可 以 由 形式 为 (12-123) 的 86 孤 数 构成 ， 

:… ” 另 一 个 有 意思 的 例子 是 ， 有 限 温度 时 环境 与 振子 的 相互 
作用 .如 果 温 度 是 7, 初 态 是 >， 相 对 几率 是 exp( 一 Es/7)， 
在 此 情况 下 ,绝对 几率 为 


外 ,= enAw/kT( 1 _, eAo/kT) (12-124) 
各 归 初 态 是 则 影响 泛 函 应 该 是 
F, 一 之 | CGI 六 (12-125) 


a (12-119) 形式 ， 应 用 规则 3, 将 这 些 项 分 别 乘 以 其 相 
应 的 几率 ws 再 相 加 , 景 后 为 


F 一 2 GnGe A/RT(L — e™Ao/AT), (12-126) 


寺 接 由 式 (8-145) 得 到 这 个 和 是 困难 的 ,不 过 , 它 是 
F = GoGhep*s’ exp |- 2 一 二 2 (12-127). 


Bo/kT 
代替 式 (12-123)， 由 此 得 到 的 ar(») 是 


xC’ eo/kT 
ar(») wh po | 6(0w 十 2 ) 


十 一 Cw 一 | ， (12-128) 


许多 振子 的 这 种 表达 式 的 和 就 构成 了 环境 。 现在 向 高 能 级 或 
向 低能 级 《w 二 0) 妖 迁 都 是 可 能 的 . 
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” 注意 , 若 » > 0， 则 第 一 个 8 落 数 等 于 零 , 然 而 若 > < 0， 
则 第 二 个 8 函数 等 于 零 , 于 是 的 确 有 ， 


ez( 一 1) 一 ep (GE) an(l>1)， 《12-129? 


这 个 确定 的 关系 意味 着 ,在 微 扰 论 中 , 当 E。 > Ew 时 ， 有 [应 
用 式 (12-110)] 


每 秘 向 上 跃迁 的 几率 (m 下 1) -Es-Ew/r (12-130) 
每 秒 向 下 跃迁 的 几率 (x 一 m) 


这 样 , 如 果 系 统 9 以 相对 几率 exp( 一 Es/《r) 占据 4# 态 ， 


那么 ， 对 于 由 环境 弱 扰 动 造成 的 向 上 了 睹 迁 和 向 下 了 妈 迁 的 净 差 
数 将 为 零 ， 从 而 此 系统 将 处 于 统计 平衡 状态 。 这 正 是 我 们 根 
据 统 计 平 衡 定律 所 期 望 的 。 在 温度 为 工时 能 产生 二 次 型 影响 
泛 函 的 任何 环境 都 具有 式 (12-129) 的 性 质 . 


若 4 系统 是 一 个 原子 ,而 环境 是 温度 为 的 电磁 场 , 它 们 
相互 作用 ， 则 sg(>) 由 类 似 式 (12-128) 的 表达 式 对 场 的 各 
种 频率 (w) 的 所 有 模 积分 给 出 。 可 以 把 它 分 成 冷 环境 (12- 
123) 加 上 噪声 外 势 : 

xC’ 1 xC’” 
aR(») 一 py 8(w 十 2) 十 RT 
[8Cw ++») + (Cw 一 2)]。 (12-131) 


第 一 项 只 产生 向 低能 级 的 跃迁 , 称 为 自发 发 射 . 第 二 项 产生 问 
上 跃迁 和 向 下 跃迁 的 几率 相同 ， 称 为 受 激发 射 或 受 激 吸 收 . 
我 们 说 ， 此 跃迁 是 外 势 噪声 激发 的 ， 在 频率 vv 处， 噪声 的 均 
方 强度 随 温度 按 1/[ exp (2v/kT) 一 1] 变化。 这 正 是 爱 因 斯 
坦 第 一 次 讨论 黑体 辐射 定律 的 公式 .正如 我 们 在 这 里 所 看 到 
的 ,在 温度 工时 能 给 出 二 次 型 影响 泛 陆 的 任何 环境 (我 们 说 这 
是 一 个 线性 响应 的 环境 ), 都 可 以 用 同样 方式 处 理 . 许多 人 已 
经 把 爱 因 斯 坦 的 论述 推广 到 其 他 系统 ,例如 ,一 个 温度 为 工 的 
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电阻 内 的 电压 起 伏 噪 声 ， 第 一 项 度量 以 某 种 单 向 方式 由 系统 
4 取 走 能 量 的 速率 .。 它 度量 环境 引起 的 耗 散 量 (例如 ， 人 金属 
的 电阻 或 电磁 场 的 辐射 阻抗 )。 于 是 我 们 可 以 说 ， 在 温度 了， 
事物 的 性 质 好 象 除了 这 个 耗 散 之 外 ， 还 有 一 个 由 环境 产生 的 
噪声 信号 ， 它 在 每 个 频率 处 的 平均 平方 正比 于 此 频率 的 耗 散 
[ exp《#v/kT) 一 1 一。 此 即 称 为 耗 散 起 伏 理 论 。 

我 们 不 可 能 在 这 儿 进 一 步 探 求 这 一 课题 * 


12-10 结论 


显然 ,在 路 径 积 分 对 几率 理论 的 这 些 应 用 中 ,如 果 被 积 沙 
数 是 高 斯 型 的 ,那么 我 们 就 可 以 大 量 地 应 用 这 个 技术 .但 是 ， 
这 些 问题 正好 都 是 一 些 用 其 他 方法 也 可 以 解决 的 问题 ， 不 一 
定 要 用 路 径 积分 ， 人 们 可 以 有 理由 怀疑 路 径 积分 有 无 实际 用 
途 。 对 此 我 们 只 能 够 说 ,如 果 问 题 不 是 高 斯 型 的 , 则 至 少 可 以 
用 路 径 积 分 研究 它 并 将 其 公式 化 ,而 且 我 们 可 以 期 望 , 某 一 大 
在 改善 了 分 析 技 术 以 后 ， 用 了 路径 积分 可 以 做 更 多 的 事情 。 用 
路 径 积 分 可 以 得 到 结果 、 而 用 更 传统 的 简单 方法 不 能 得 到 的 
唯一 例子 是 第 十 一 章 中 讨论 的 变 分 原理 。 我 们 希望 ， 这 些 方 
法 的 进一步 研究 会 得 到 更 多 这 类 结果 . 

然而 ,现在 值得 指出 的 是 ,路 径 积分 方法 使 一 个 问题 的 各 
种 表述 方式 之 间 可 以 迅速 地 相互 转换 ， 并 且 常 常 清楚 而 迅速 
地 得 到 关于 某 个 关系 式 的 提示 ， 而 用 更 通常 的 方式 推导 它 会 
要 慢 一 些 , 
至 于 对 量子 力学 的 应 用 ， 贝 于 一 种 严重 的 欠缺 ， 路 径 积 


1》 这 个 影响 泛 函 的 问题 在 下 述 文献 中 详细 地 讨论 了 : RR. P. Feynman 和 和 
F. L. Vernon, Jr. Ann. Phys. (N. Y.), Vol. 24, p118,1963, 以 及 
W. Wells, Ann. Phys. (N, Y.), Vol. 12, p.1，}1961。 关于 对 极 子 
迁移 计算 的 应 用 参看 :R, P, Feyman, R, W. Hellwarth, C. K. Iddings 和 
Pp. M, Platzmann, Phys, Rev,, Vol, 127, p, 1004, 1962., 
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分 处 境 最 惨 。 它们 不 容许 用 简单 易 懂 的 方式 讨论 自 旋 算 符 及 
其 他 类 似 算 符 。 路径 积 分 的 最 大 用 途 是 处 理 那 些 只 有 坐标 及 
其 共 轿 动量 就 足够 了 的 系统 。 然 而 ， 自 旋 是 真实 量子 力学 系 
统 的 一 个 简单 而 必 不 可 少 的 组 成 部 分 。 对 半 整 数 自 旋 的 电子 
找 不 到 一 个 简单 好 用 的 表示 ， 这 是 一 个 重大 的 局 限 . 如果 把 
几率 幅 和 其 他 一 些 量 看 成 为 四 元 量 , 而 不 是 通常 的 复 量 ,那么 
路 径 积 分 也 可 处 理 自 旋 问 题 ， 但 是 缺少 这 些 量 之 间 的 对 易 关 
系 仍 是 一 个 严重 的 麻烦 ， 

不 过 ， 路 径 积 分 的 许多 结果 和 公式 可 以 用 另 一 数学 系统 
[一 种 有 序 (order ) 算 符 计算 ]5 来 重新 表示 。 用 这 种 形式 可 以 
找到 与 前 面 章节 类 似 的 结果 ， 但 是 包含 不 对 易 变 量 的 更 普遍 
表达 式 ( 仅 仅 不 知道 第 十 一 章 特定 问题 如 何 推广 )。 例 如 ， 这 
一 章 所 讨论 的 影响 泛 函 必然 会 使 读者 感到 惊奇 ， 即 环境 不 与 
坐标 4 耦合 而 与 不 对 易 的 算 子 如 自 旋 耦合 是 一 个 重要 而 有 意 
义 的 推广 . 这 种 事 不 可 能 用 路 径 积分 表述 方式 方便 地 表示 出 
来 ， 却 可 以 很 容易 地 用 紧密 相关 的 算 符 计算 靶 表 示 ， 

努力 扩展 路 径 积 分 方法 ,以 便 越过 它 目 前 的 局 限 ,仍旧 是 
值得 探索 的 ,因为 尽管 有 其 局 限 性 ， 这 个 技术 仍 有 极 大 价值 ， 
妈 它 帮助 人 们 从 直观 上 就 能 把 物理 理解 与 数学 分 析 联 系 起 
来 


1) R,P. Feynman, An Operator Calculus Haring Application in Quantum 
Electrodynamics, Phys,, Rev., Vol, 84, p. 108. 1951, 
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附录 一些 有 用 的 定 积分 


人 2 和 一 
| et texg x Ep -一 -ce 4 
DO 


| A nt = 一 开 
一 各 oa 十 pb 
ab | 
” €x 光一 这 
Pp |- 了 ( 1 2) 


oo a ,3 _ x 名 
| exp ( 区 bx? ) dx El 2 Vab) 


" _ Lb ar 

| exp ( 人 一 了 了 

[一 (V e 士 V 25) 了 ) 
oT/ 


m= exp 


| (i 


~- 一 exp -去 CV<+V27 | 


| er dx 一 /= 
_o0 a 
| exp(—4sinx) sin2 xadx 一 元 [(9 一 1)c? 十 1] 
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wap 


A 八 个 玉 一 一 2 z 3940 


| expb( 刀 cosxr)sin(psinxy)sinaxrdx pe 
v4 


241 


| exp(Pcecosx)cos(p sinx)cosaxdx 


| exp(— ix"m) xtdx 一 一 1 一 所 十 1 T Ge 


mm 


， : 1 
> ， Se 
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